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Vorwort

Mittels eines stochastischen Prozesses beschreibt man in der Mathematik zeitlich geordnete,
zuféllige Vorgénge. Die Theorie dieser Prozesse erweitert die Wahrscheinlichkeitstheorie und
offnet das Tor zur stochastischen Analysis.






Ubersicht und Einfiithrung

r
In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden Begriffe fiur die stochastischen
Prozesse definieren, eine kurze Einfithrung in die Thematik geben und einfache

Eigenschaften herleiten. ,

1.1. Stochastische Prozesse

Im ersten Schritt wollen wir uns den namensgebenden Begriff anschauen und festlegen, was
wir unter einem stochastischen Prozess verstehen:

Definition 1.1.1 Stochastischer Prozess

Sei (QQ,<7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (%,%) ein Messraum und 7' # @. Dann
heif3t eine Familie X = (X;);cr mit fur alle ¢ € T' messbaren Funktionen X;: Q — & ein
stochastischer Prozess.

Da der Begriff die Grundlage fiir die ganze Thematik darstellt, werden wir desweiteren
einige Eigenschaften kennenlernen, um verschiedene Arten von stochastischen Prozessen zu
unterscheiden.

Klassifikation 1.1.2
Wir legen folgende klassifizierenden Eigenschaften fiir stochastische Prozesse fest:

e Ist & =R, so sprechen wir von reellwertigen stochastischen Prozessen.

¢ Ein stochastischer Prozess mit endlichem/abzdhlbarem Zustandsraum & heif3t selbst
endlich/abzahlbar.

o [st ¥ = Rd, so sprechen wir von einem Punktprozess.

e Ist T € {N,Ny,Z}, so nennen wir den Prozess einen zeitdiskreten stochastischen Pro-
zess.



1 Ubersicht und Einfiihrung

¢ Falls T < R ein Intervall ist, so sprechen wir von einem zeitkontinuierlichen stochasti-
schen Prozess.

Wir werden uns im Wesentlichen jedoch auf zeitdiskrete/kontinuierliche stochastische Prozesse
mit Zustandsraum R oder hochstens abzidhlbaren Mengen beschrianken, es gibt in der Theorie
jedoch noch viel mehr Fille wie z. B. Mengen von Funktionen als Zustandsraum.

Beispiel Bereits bekannte stochastische Prozesse
Stochastische Prozesse sind zu diesem Zeitpunkt keine vollig neuartigen Objekte, wir kennen
bereits folgende Vertreter:

* (X,)neN mit i.i.d. Zufallsvariablen X,,.
. ()Tn)nEN fiir eine Folge von i.1i. d. Zufallsvariablen (X}),eN mit )Tn = %Z;’;IX i

* (X )nen furi.i.d. Zufallsvariablen X, mit X, € % und 02 :=VarX; >0, sowie

1 n
X = X; -EX;).
vVno? iZ1 ' '

Seien (X;)jeN i.i.d. mit X1 € % und VarX; > 0, dann ist (X,,),en weder unabhéngig noch
identisch verteilt und (X),eN nicht unabhéngig, aber eventuell identisch verteilt. |}/

Definition 1.1.3 Pfad/Trajektorie
Sei X = (X;)er ein stochastischer Prozess, dann heif3t fiir w € Q die Abbildung

X(w): T—-%,
t— X(w)

Pfad oder Trajektorie von X beziiglich w.

Stochastische Prozesse erzeugen also zufallige Abbildungen von T in den Zustandsraum %'.
Abhéngig von der Klasse des Prozesses (zeitdiskret, zeitkontinuerlich, ...) ist die erzeugte
Funktion mitunter eine Folge oder eine ,normale“ reellwertige Funktion.

Lemma 1.1.4

Wir betrachten die Menge Z T := X, & der Abbildungen T — &, ausgestattet mit der
Produkt-o-Algebra %87 := Rier B. Ferner sei X = (Xy)ier €in X -wertiger stochastischer
Prozess iiber (2, </, P). Dann ist

X:Q0-2%T,
w— X(w)=(t— X (w))



1.1. Stochastische Prozesse

eine messbare Abbildung, das heifit X ist eine 2 T -wertige Zufallsvariable.

Beweis: Die Aussage des Lemma folgt unmittelbar aus [WTSkript11l, Lemma 1.9.16]. O

Wir haben nun zwar einen neuen Begriff, allerdings noch kein Ziel, das wir anstreben. Daher
wollen wir nun auf einige typische Fragestellungen eingehen. Haufig wird untersucht, ob
die Trajektorien beschrankt sind, wie ihr Wachstumsverhalten aussieht, ob sie fiir ¢ — co
konvergieren, ob sie stetig sind, wann ihre Austrittszeiten sind (d. h. wann verlasst der Pfad
ein gewisses Intervall) et cetera.

Stochastische Prozesse finden in vielen Gebieten breite Anwendung. Beispiele fiir typische
Anwendungsfelder fiir stochastische Prozesse sind:

1) Finanzmathematik — Bewertung von Finanzprodukten, Risikomangement, Investitionss-
trategien

ii) Physik — Diffusionssysteme, stochastische Thermodynamik, Quantenphysik
iii) Biologie — Populationsmodelle, ,,Genomics®

iv) Ingenieurswissenschaften — Warteschlangenprobleme, Steuerungsprobleme
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1.2. Einfache Eigenschaften

Wir wollen zunichst einige einfache Eigenschaften stochastischer Prozesse untersuchen.
Die erste Eigenschaft bezieht sich auf die Gleichheit stochastischer Prozesse, dazu seien
X =Xpter und Y = (Yi)ier zwei X -wertige stochastische Prozesse iiber dem gleichen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,.<,P). Als Abbildungen Q x T — % wiirden wir Gleichheit durch
Xi(w) =Y w) fur alle t € T und alle w € 2 definieren. Da wir mit stochastischen Prozessen nach
Lemma 1.1.4 jedoch auch Zufallsvariablen vorliegen haben, wollen wir auch andere Begriffe
fiir die Unterscheidbarkeit einfiihren.

Definition 1.2.1 Unterscheidbarkeit

Die wie eben definierten stochastischen Prozesse X und Y heiflen nicht unterscheidbar
genau dann, wenn fiir P-fast alle w € Q und fiir alle ¢ € T' die Gleichheit X;(w) = Y;(w)
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn P({w : X (w) = Y (w)}) =1 gilt.

Die Prozesse sind also nicht unterscheidbar, wenn fast alle Pfade gleich sind.

Die Aussage ist also, dass Prozesse nicht unterscheidbar sind, wenn es eine von ¢ unabhéingige
Nullmenge gibt, aullerhalb welcher die Pfade iibereinstimmen. Wir wollen jetzt gewissermalf3en
die Reihenfolge der Quantoren vertauschen und zulassen, dass diese Nullmenge von ¢ abhéngt.

Definition 1.2.2 Version
Seien X und Y wieder wie eben definiert. Dann heif3t X Version von Y (und Y Version
von X) genau dann, wenn

P(w: X (w) =Y (w)}) =1 fur alleteT

gilt, das heif3t wir fordern Gleichheit nur noch punktweise fiir ¢t € T'.

Lemma 1.2.3
Seien X und Y die zwei obigen stochastischen Prozesse. Dann gilt:

i) X und Y sind nicht unterscheidbar impliziert, dass X eine Version von Y ist.

i1) Ist X eine Version von Y und T abzé&hlbar, so sind X und Y nicht unterscheidbar.

Beweis: Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt. O

Wir wollen uns nun noch davon tiberzeugen, dass diese beiden Begriffe im Allgemeinen wirklich
verschieden sind. Die dahinterstehende Idee wird sein, dass eine iiberabzédhlbare Vereinigung
von Nullmengen im Allgemeinen keine Nullmenge mehr ist.

10
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Beispiel 1.2.4

Im Allgemeinen gilt die Umkehrung von i) aus Lemma 1.2.3 nicht. Wir setzen 7T :=[0,1],

Q:=[0,1] und P sei die Gleichverteilung. Ferner sei X;(w):=0 fur alle £ € T und w € Q, sowie
0 firt4w

Yiw)= . Dann gilt fiir ¢ € [0, 1]
1 furt=w

P({w: Xy(w) #Y(w))) =P{t}) =0,
also ist X eine Version von Y. Aullerdem gilt fiir jedes w € Q2
(t— Xi(w) = X(w) #Y (0) = (t — Yi(w)),

also sind X und Y unterscheidbar. //

Definition 1.2.5 Stetigkeit
Sei X = (X;)ier ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess. Dann heif3it X links-

/rechts- bzw. stetig genau dann, wenn P-fast alle Pfade (links-/rechts-)stetig sind, das
heif3t fur P-fast alle w € Q ist die Abbildung X(w): T'— R (links/rechts-)stetig.

Ist X (links-/rechts-)stetig, so folgt, dass ein nicht unterscheidbarer stochastischer Prozess Y
existiert, fiir welchen alle Pfade (links-/rechts-)stetig sind. Dazu iibernimmt man in Y einfach
die stetigen Pfade und ersetzt nicht-stetige X (w) durch die Nullfunktion. Nach Voraussetzung
geschieht dies nur auf einer Nullmenge, womit X und Y nicht unterscheidbar sind.

Stetige stochastische Prozesse sind Zufallsvariablen, deren Bild fast sicher im Raum C(T') der
stetigen Funktionen tiber T liegt. Wie eben gesehen, finden wir damit einen nicht unterscheid-
baren Prozess, dessen Bild komplett in diesem Raum liegt.

Satz 1.2.6
Seien X, Y (links-/rechts-)stetige stochastische Prozesse und Y eine Version von X. Dann
sind X und Y nicht unterscheidbar.

Jeder stochastische Prozess hat also bis auf Ununterscheidbarkeit héchstens eine stetige
Version.

Beweis: Ohne Einschriankung seien X und Y stetige Prozesse und T = R. Fur stetige
Funktionen f,g: R — R gilt die Aquivalenz

f=8 © f(x)=g(x)Vieq,

es geniigt also P ({w : Xi(w) = Yi(w)V1eq}) = 1 zu zeigen. Dies folgt jedoch bereits aus Lemma
1.2.3 1i) fiir 7" = Q. O]

11
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Satz 1.2.7
Sei X = (X;);er ein Ng-wertiger und zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

i) X ist rechtsstetig.

i1) Fiir P-fast alle w € QQ und alle ¢ € T existiert ein € > 0 mit X (w) = Xy (w) fur alle
selt,t+e)nT.

Andert sich also fiir einen rechtsstetigen Prozess die Trajektorie, so verbleibt sie danach fiir
eine gewisse Zeit in diesem Zustand.

Beweis: Fiir die Richtung i) = ii) sei w € Q mit X(w) rechtsstetig und ¢ € T. Wegen der
rechtsseitigen Stetigkeit existiert ein € > 0 mit | X;(w) - Xs(w)| < % fur alle s € [¢,£+ €) und
wegen X(w) € Ng und X(w) € Ny folgt daher X;(w) = X (w). Die andere Richtung des Satzes
ist trivial. O

Wir geben an dieser Stelle eine Klassifikation der Pfade fiir obige (Np-wertige) stochastische
Prozesse:

i) Der Pfad hat nur endlich viele Sprungstellen.

ii) Der Pfad hat unendlich viele Sprungstellen, aber nur endlich viele in jedem beschriankten
Zeitintervall.

iii) Der Pfad hat unendlich viele Sprungstellen in (mindestens) einem beschriankten Zeitin-
tervall.

12
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1.3. Endlichdimensionale Randverteilungen

In diesem Abschnitt wollen wir stochastische Prozesse konstruieren und Gleichheit fiir unter-
schiedliche Wahrscheinlichkeitsriaume diskutieren. Hierfiir benotigen wir jedoch die namens-
gebenden endlichen Randverteilungen.

Definition 1.3.1 Randverteilung
Sei X = (X;)ser ein R-wertiger stochastischer Prozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, o/ ,P). Ferner seien n =1 und ¢q,...,¢, € T. Dann nennen wir Pth,m,th, die durch

Px,..x, (A):=P((Xs,....X;,)€A) firalle Ae®"

definiert war, die Randverteilung von X bezuglich ¢4,...,¢,. Wir werden hierfiir die
kiirzere Schreibweise P;, ; verwenden.

Satz 1.3.2
Sei X ein R-wertiger stochastischer Prozess iiber (2, </, P). Dann erfiillen die Randver-
teilungen die folgenden Eigenschaften:

i) Permutationsinvarianz, das heil3t fiir jedes n =1, jede Permutation 7: {1,...,n} —
{1,...,n} und alle ¢4,...,t, € T gilt

Pt ). (A) =Py, 1, (JT_I(A)) fur alle A € 8™,

-lan)
wobei 17HA) 1= {(x1,...,x,) : (X7(1)5 - - - » X(n)) € A} ist.

ii) Konsistenz, das heift fiir alle n = m =1 und alle ¢4,...,t, € T gilt

Ptl,...,tm(A) = Pt1,...,tn (A X Rn_m) fiir alle A € 8™.

Die erste Eigenschaft besagt also, dass das gleichzeitige Permutieren der ¢; und A keinen Effekt
hat, wiahrend die zweite Eigenschaft ausdriickt, dass niederdimensionale Randverteilungen
durch hoherdimensionale Randverteilungen ausgedriickt werden konnen.

Beweis: Wir beweisen beide Eigenschaften getrennt:

i) Es geniigt, Mengen der Form A = (—oo,a] fiir a = (a1,...,a,) € R" zu betrachten, da diese
N-stabile Erzeugendensysteme sind (vgl. [WTSkript11, Korollar 1.5.3]). Es gilt

nHA) = {1, s x0) X0y < @i Vi=1,.n}-

13
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Daraus folgt dann

Ptn(l)a---ytn(n)(A) =P (th(i) =aqa; vi:1,...,n)
=P .t (ﬂ_l(A)).

ii) Diese Aussage folgt wegen

Py 1, (AxRx..xR)=P(X;,€A Viz1,.m und X;€R Viepi1,. )
=Py 1, (A). O

Satz 1.3.3 Existenzsatz von Kolmogorov

SeiT # @ und &# = (Pt1

Py, . .+, €in WahrscheinlichkeitsmaB auf R” ist. Ferner sei & permutationsinvariant
und konsistent. Dann gibt es einen R-wertigen stochastischen Prozess X = (Xy)ser, fir
welchen die Familie &2 die Familie der endlichdimensionalen Randverteilungen ist, das
heifit

.....

Px, .. .x, =P, ., furallen=1und¢y,...,t5€T.

Permutationsinvariante, konsistente Familien definieren also einen stochastischen Prozess.
Wir werden den Satz hier nicht beweisen, da der Beweis zu sehr in andere Fachgebiete reicht.
Er findet sich in [Meintrup04, Korollar A.20].

In der Literatur wird haufig 22 = (Py);c7 mit endlichen I betrachtet. Die
e Permutationsinvarianz ist hier gewissermallen bereits eingebaut und
wird daher nicht mehr extra erwihnt.

Definition 1.3.4 Gleiche Randverteilung
Seien X = (X;)ier und Y = (Y:)ier zwei R-wertige stochastische Prozesse tiber (Q2, </, P)
bzw. (', <¢/',P’). Dann haben X und Y die gleichen Randverteilungen genau dann, wenn

Pth’m,th = Pytl,._"ytn fur allen =1 und ¢1,...,t, €T

gilt. Wir schreiben hierfiir X ly.

Wenn X eine Version von Y ist, so folgt insbesondere X 3y Wir iiberlassen den Beweis hierfiir

jedoch dem Leser. Der stochastische Prozess aus Satz 1.3.3 ist bis auf ,,g“ eindeutig.

14



1.3. Endlichdimensionale Randverteilungen

Definition 1.3.5 Stationirer Prozess
Ein R-wertiger stochastischer Prozess (X;);cr heil3t stationéir genau dann, wenn T
beziiglich + abgeschlossen ist und fir alle n =1 und alle ¢4,...,t,,s € T gilt:

Pt1+s,...,tn+s = Ptl,...,tn

Randverteilungen dndern sich bei stationédren stochastischen Prozessen also nicht mit der
Zeit.

Definition 1.3.6 Zuwichse
Ein R-wertiger stochastischer Prozess (X;);cr hat

1) unabhingige Zuwichse genau dann, wenn fiir alle n =1 und g < #; <... <, die
Zufallsvariablen X;, — X;,,...,X;, —X;, , unabhingig sind.

ii) stationdre Zuwichse genau dann, wenn T bezuiglich + abgeschlossen ist und fiir
alle r,s,t € T gilt:

d
Xristt = Xpit = Xpis — X5

Das heif3it der Zuwachs innerhalb der Zeit s dndert sich nicht durch zeitliche
Verschiebung.

15
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1.4. Einfache Beispiele

Beispiel 1.4.1 Unabhangig und identisch verteilt
Sei X =(X,),>1 1.1.d. Dann gilt:

1) Die Randverteilungen sind gerade die Produktmale (siehe auch ,Kanonisches Modell“ in
[WTSkript11, Satz I1.2.5]).

i1) X ist stationéar.
iii) X hat stationidre Zuwéchse.
iv) X hat im Allgemeinen keine unabhéingigen Zuwéchse.

Die Aussagen ii) und iii) folgen aus i), iv) wird dem Leser zum Beweis iiberlassen. //

Beispiel 1.4.2 Irrfahrt
Es sei (Y,),>0 ein i.1. d. stochastischer Prozess mit Y,, ~B (1, %) Dann heifit X = (X,,);>0 mit
X, =37, Y, fiir n >0 symmetrische Irrfahrt. Ist Y, ~ B(1, p) fiir p € [0, 1], so sprechen wir
von einer asymmetrischen Irrfahrt. Der Prozess X hat stationdre und unabhéingige Zuwéchse,
ist jedoch nicht stationér.

Zunéchst gilt fiir m < n, dass
X,—-Xn= Z Y; (*)

ist. Da die Y; unabhingig sind, folgt die Unabhingigkeit der Zuwichse aus [WTSkriptll, Satz
I1.2.7, Satz I1.2.9] und der Tatsache, dass kein Index i doppelt vorkommt. Die Stationaritét
der Zuwachse folgt ebenfalls aus (*). Da X,, ~ B(n, p) gilt sind die eindimensionalen Randver-
teilungen nicht gleich, d. h. P, # P,,.1.

In der Regel wird die symmetrische Irrfahrt jedoch anders definiert, da man in beide Richtun-
gen gehen konnen mochte. Man setzt hierfiir Z,, := Y X,, — 1. Dies entspricht der Summe von
Zufallsvariablen mit Werten in {+1}.

Die Irrfahrt wird u. a. zur Untersuchung von einfachen Wettspielen verwendet. Beispielsweise
gebe es zwei Spieler und eine Miinze, die wiederholt geworfen wird. Falls sie Kopf zeigt, so
verliert Spieler 1 und zahlt seinem Kontrahenten einen Euro, entsprechend umgekehrt fiir
den Fall ,,Zahl“. Man kann sich nun fragen, wie lange es dauert, bis einer der Spieler pleite ist
(ein gewisses Startkapital sei gegeben) oder wie grofy die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass
Spieler 1 verliert et cetera. )/

16



1.4. Einfache Beispiele

Anfangskapital

Pleite

.

Abbildung 1.1.: Darstellung einer Wettspiel-Irrfahrt fiir einen Spieler.

Beispiel 1.4.3  Gleitendes Mittel

Es sei (X,),cz ein R-wertiger stochastischer Prozess, £ € N und co,...,cz €[0,1] mit Z?:o c; =1.
Wir definieren nun Y = (Y,),ez vermoge Y, := Z?:() ¢;iXp_;. Dann heillt Y gleitendes Mittel von
X bezuglich der Gewichtung co,...,cr. Gleitende Mittel glatten den Prozess X gewissermalien
und werden unter anderem bei der Zeitreihenanalyse eingesetzt (z. B. Aktienkurse). Der
Prozess Y ist stationér. Gilt zudem, dass (X},),ez i.1. d. mit X; € ¥, ist, so ist VarY,, < VarX,,,
wobei die echte Ungleichung in der Mehrzahl der Fille gilt. Der Beweis fiir diese Eigenschaften
wird dem Leser iiberlassen. //

Beispiel 1.4.4 Untypisches Beispiel
Es sei P = @32 Aj0,11 auf [0, 11N, ausgestattet mit der Produkt-o-Algebra. Wir definieren fiir
w €[0,1], also eine Folge w = (w;);>1, und ¢ € [0,00) die Zufallsvariablen

X ;.
Xi(w):= Z '—ftl.
i=1 U
Die Reihe konvergiert absolut und gleichméBig auf allen Kompakta. Ferner bildet X = (X;)s>0
einen stochastischen Prozess und jede Trajektorie X(w) = (¢ — X;(w)) ist eine analytische
Funktion. Ist also X;(w) fir alle t € (¢1,¢2) bekannt, so ist bereits die gesamte Trajektorie
bekannt. //

Solche Prozesse wie in Beispiel 1.4.4 interessieren uns hier allerdings nicht, weshalb wir sie
nicht mehr betrachten werden. Stattdessen haben die Prozesse, die wir betrachten werden,
eine wesentlich lockerere Beziehung zwischen Vergangenheit und Zukunft. Dafiir miissen wir
jedoch erst mehr Theorie entwickeln.

17
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1.5. Bedingte Erwartungen

Dieses Kapitel ist von zentraler Wichtigkeit fiir alles, was wir machen werden. Wir verweisen
an dieser Stelle daher explizit auf [Meintrup04, Kapitel 8] und [Klenke06].

Bisher hatten wir bedingte Wahrscheinlichkeiten durch P(B | A):= £ ;;‘}2? ) definiert, sofern
P(A) > 0 gilt. Die Interpretation war, dass P(B | A) die Wahrscheinlichkeit fiir B beschreibt,
falls A eintritt. Dies wollen wir auf zwei Weisen verallgemeinern:

1) Es soll P(A) =0 erlaubt sein.

ii) Es soll mehr als ein Ereignis A erlaubt sein.

Der Hintergrund hierfiir ist folgender: Sind X und Y zwei R-wertige Zufallsvariablen, so
wollen wir Fragen beantworten wie zum Beispiel:

i) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit von Y € B, falls X(w) eintritt? Die Wahrschein-
lichkeiten solcher Elementarereignisse verschwinden sehr oft, weshalb wir die erste
Verallgemeinerung benotigen.

ii) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit von Y € B, falls fir w € Q2 und jedes A € 8 = 0(X)
bekannt ist, ob X(w) € A gilt?

Wir wihlen die ,heuristische“ Herangehensweise. Es sei (Q2,.</,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, Y € Z1(P), A € of mit P(A) >0 und X : QQ — R messbar. Wir setzen nun

EY -1
E(Y|A>::ﬁ *)

und verallgemeinern dadurch P(B | A), denn es gilt

E(1p-14) E(aqp) PANB)
P(A) ~ PA)  PA)
=P(B | A).

E(dp|A)=

Nun betrachten wir fiur x € R die Menge A, := {w : X(w) = x}. Dafiir nehmen wir an, dass X
diskret verteilt ist, das heil3t, es existieren hochstens abzahlbar viele x € X mit P(A,) > 0 und
Y xex P(A,) = 1. Nun definieren wir g: R — R vermoge

EY |A,) firPA,)>0
g(x):= {
0 sonst

und darauf aufbauend Z := go X, wir erhalten also das Diagramm in 1.2. Damit folgt nun,
dass Z o(X)-messbar ist und uberdies gilt fiir alle B € 0(X):

E(Z-lB):/ZdP:/YdP:E(Y-lB).
B B

18



1.5. Bedingte Erwartungen

N

R

Abbildung 1.2.: Darstellung der Beziehung zwischen den Rdumen und Abbildungen.

Also ist Z eine o(X)-messbare Zufallsvariable, die sich beziiglich Integration von Y iiber o(X)
nicht unterscheidet.

Beweis: Wir miissen zunichst zeigen, dass Z tatsachlich o(X)-messbar ist. Dazu betrachten
wir

Z U B) =(goX) L B) =X g UB) c X URB) = 0(X),

wobei die Inklusion gilt, da g messbar ist. Fiir die Eigenschaft beziiglich der Integration sei
zunichst B € o(X), dann existiert ein A € 2 mit B = X 1(A). Nun erhalten wir mit Hilfe des
Transformationssatzes

/ZdP:/gOX-lAOXdP:/g-lA dPx = Zg(x)P(Ax)
B x€A

Wegen E(Y | A,)-P(A,)=E(Y -14,) erhalten wir

- Y E(Y-le):E(Y Y le)

x€A,P(A,)>0 x€A,P(A,)>0
Da U ealw : X(w) = x} = B gilt, folgt
=E( -1p). O

Im Weiteren werden wir Z mit dem eben Gesehenem definieren bzw. konstruieren und so
die zweite Frage beantworten, wiahrend uns die Faktorisierung Z = go X die erste Frage
beantworten wird.

Definition 1.5.1 Bedingte Erwartung
Es sei (QQ,«/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Y € #;(P) und % c «f eine o-Algebra.
Dann heil3t eine Zufallsvariable Z: ) — R bedingte Erwartung von Y unter 23, falls gilt:

1) Z ist B-messbar.

ii) Fur alle B € 48 gilt

E(Y -13)=E(Z-1p).

Ist 2 = 0(X) fiir eine Zufallsvariable X : Q — R, so sind die beiden Eigenschaften der heuristi-
schen Herangehensweise erfiillt. Zunichst miissen wir uns jedoch fragen, ob es solche Objekte
uberhaupt gibt und ob sie eindeutig sind.
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Satz 1.5.2 Existenz und Eindeutigkeit
Es sei (QQ,<7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Y € %1(P) und % c «f eine o-Algebra.
Dann gilt:

i) Es existiert eine bedingte Erwartung Z von Y unter %.

ii) Sind Z und Z’ zwei bedingte Erwartungen von Y unter 2, so gilt P-fast sicher
Z=27.

Bevor wir dies beweisen, wollen wir die Notation E(Y | %) := Z einfithren. Wir nennen Z
Version der bedingten Erwartung. Falls 2 = o(X) fiir eine Zufallsvariable X : QO — R gilt, so
schreiben wir E(Y | X):=E(Y | 0(X)). Es gilt zu beachten, dass E(E(Y | %8)-15) =E(Y -1p) fir
alle B € & gilt.

Beweis: Wir beweisen zunichst die Existenz und betrachten den Fall, dass Y =0 gilt. Dann
definieren wir v: 9 — [0,00) durch v(B) := fBY dP fur B € 4. Dies ist ein endliches MaB.
Ferner ist P| 2+ 9B — [0,1] ein WahrscheinlichkeitsmaR auf 9 und es gilt: aus P| 2B)=0
folgt v(B) =0. Also ist v < P| - Der Satz von Radon-Nikodym (vgl. [WTSkript11, Satz 1.12.1])
gibt uns dann eine Dichte Z: 2 — R von v beziiglich P | - Diese ist nach Konstruktion sogar
%B-messbar und fir B € 4 gilt:

/ZdP /ZdP|@—v(B)—/YdP
B

Im zweiten Fall seiY =Y " -Y mit Y* :=max{0,Y} =0 und Y~ := max{0,-Y} = 0. Mit Hilfe
des ersten Falls erhalten wir Z*,Z~ >0 und setzennun Z:=Z*" - Z".

Wir kommen nun zur Eindeutigkeit. Es seien Z und Z’ zwei bedingte Erwartungen von Y
unter 9. Dann gilt [, Z dP = [, Z' dP fiir alle B € 2. Wir betrachten im Speziellen die Menge
={Z > Z'}, die offenbar messbar ist. Fiir B gilt nun

O=/Z—Z’ dP,
B >0

woraus wir P(B) = 0 und damit P-fast sicher Z < Z' erhalten. Eine symmetrische Betrachtung
durch Vertauschen der Rollen von Z und Z' liefert schlieBlich P-fast sicher Z = Z'. O

Satz 1.5.3 Elementare Eigenschaften
Es sei (Q2, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y € £1(P) und % c «f eine o-Algebra.
Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

1) E(EX | 88)) =EX.
ii) Ist X tiberdies 98-messbar, so gilt P-fast sicher E(X | 8) = X.
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iii) Fir a, B € R gilt P-fast sicher

E(aX + Y | B)=aE(X | )+ BEY | A).

iv) Gilt P-fast sicher X <Y, so gilt auch P-fast sicher E(X | ) <E(Y | £).

Insbesondere gilt unter den Voraussetzungen im Satz also auch [E(X | 8)| < E(|X| | 4).

Beweis: Wir werden einige der Eigenschaften beweisen und die anderen dem Leser tiiberlas-

sen:
i) FirB:=Qe Zund Y':=E(X | ) folgt P-fast sicher EY' =E(Y'-15)=E(X -13) = EX.

ii) Dies folgt aus der Definition der bedingten Erwartung (Definition 1.5.1) und der Ein-
deutigkeit (Satz 1.5.2), denn dann ist E(X | 8) = E(E(X | 4)-1p) = E(X -1p) fur alle
BeZ.

iii) Dieser Beweis wird dem Leser uiiberlassen.

iv) Es geniigt wegen iii) zu zeigen, dass aus X = 0 folgt, dass E(X | %) = 0 gilt. Dies wurde
jedoch bereits im Beweis von Satz 1.5.2 im ersten Fall des Existenzbeweises gezeigt. []

Wir wollen nun noch zeigen, dass die aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten Konver-
genzsitze im Wesentlichen auch fiir bedingte Erwartungen gelten.

Satz 1.5.4 Konvergenzsitze
Es sei (2, o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X, X, € %1(P) fiir alle n =1 und 48 c &«

eine g-Algebra. Dann gelten die folgenden Sétze:

i) Satz von der monotonen Konvergenz: Ist P-fast sicher 0 < X,, / X, so gilt auch
EX, | 8) /EX | A).

i) Satz von der dominierten Konvergenz: Ist Y € Z1(P) mit |X,| <Y firallen=1
und X,, — X P-fast sicher, so folgt P-fast sicher auch E(X,, | 8) — E(X | ).

Beweis: Der Beweis beider Satze erfolgt getrennt:

i) Der ,normale“ Satz von Beppo Levi (vgl. Satz A.2 im Anhang) liefert uns E(X — X,,) — 0.
Aus Satz 1.5.3 folgt dann

EEX | 8)-EX, | B)| 2 EEX | B)-EX, | 8) 2 EX - X,) — 0.

Damit konvergiert E(X,, | 8) - E(X | %) in £1(P) gegen 0. Aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie wissen wir mit [WTSkriptll, Satz I1.7.4], dass dann E(X,, | 8)-E(X | 8) — 0
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stochastisch gilt. Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie wissen wir, dass es dann eine Teil-
folge mit E(X,, | B) - E(X | %) — 0 P-fast sicher gibt. Da die Folge E(X,,, | 28) monoton
steigend ist, folgt aber auch die P-fast sichere Konvergenz der Gesamtfolge.

ii) Wir definieren zunéchst Z,, := sup,-,, |1X; — X|, dann gilt P-fast sicher Z,, \\, 0 und |X,, —
X| =< Z,. Ferner erhalten wir

|E(X, | 8)-EX | 8)| = |EX,-X | ) <E(X, -X|| B)<E(Z, | #).

Daher werden wir nun zeigen, dass E(Z,, | 28) — 0 gilt. Dazu erinnern wir uns, dass
P-fast sicher Z, \ 0 gilt. Daraus folgt, dass auch E(Z, | £) \\ gilt und wir setzen
U :=limE(Z, | 9). Klar ist, dass U =0 gilt. Um U =0 zu zeigen geniigt es daher, EU =0
zu beweisen. Da | X, | <Y gilt, folgt auch |X| <Y und damit | X, — X| <2Y. Nun erhalten
wir 0 < Z, < 2Y und der (normale) Satz von der dominierten Konvergenz! liefert uns
dann EZ,, — 0. Damit gilt 0 < EU <EE(Z, | 8))=EZ, — 0.

O]

Satz 1.5.5 Ungleichung von Jensen

Es sei (2,97,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I ¢ R ein Intervall, X: Q — I eine P-
integrierbare Abbildung, ¢: I — R konvex und 28 c «f eine g-Algebra. Dann ist P-fast
sicher E(X | ) € I und gilt zusétzlich ¢po X € £;(P), so folgt

OEX | B)<E(poX | B).

Insbesondere gilt $(EX) < E(¢po X), falls ¢po X € £1(P) ist.

Die Ungleichung von Jensen ist also gewissermallen eine Verallgemeinerung des Konvexitéats-
begriffes auf nicht-abzéhlbare Mengen bzw. Wahrscheinlichkeitsmalfe.

Beweis: Wir setzen zunichst U :={v: I — R | v ist affin linear und v < ¢}. Dann gilt ¢(x) =
sup, ey v(x) fur alle x € I. Ferner folgt P-fast sicher E(X | 98) € I aus x € I und der Monotonie.
AufBlerdem ist nun ¢(X) =sup,y v(X). Fiir vg € U gilt dann

Vo(E(X | 8)) =E(vgoX | %)SE(supv(X) | %) =E(poX | B)
veU

und wir erhalten schlief8lich

PEX | B)) = sul[]) VEWX | ) <E(poX | A). O

1 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.4.
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Korollar 1.5.6 %£,-Zugehérigkeit
Es sei (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p =1 und X € £,(P), sowie % c &/ eine
o-Algebra. Dann gilt E(X | 8) € £,(P) und

IEX | B z,p) < 1 X £,p)-

Der Beweis ist eher einfach und wird daher zur Ubung iiberlassen.

Satz 1.5.7 Einfluss von 4 auf die bedingte Erwartung
Es sei (2, </, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € %1(P), dann gelten die folgenden
Eigenschaften:

1) Fur 28 ={9,Q} gilt E(X | ) =EX.

ii) Sind € c X c o jeweils o-Algebren, so gilt E(E(X | ) | ¥) = E(X | ¥). Insbeson-
dere gilt E(E(X | A)) =EX | 8).

ii1) Sei B < of eine o-Algebra und %8 und 0(X) seien unabhingig, dann gilt E(X | ) =
EX.

Auch dieser Beweis wird zur Ubung iiberlassen.

Satz 1.5.8 Produkte
Es sei (2,/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 98 c «f eine o-Algebra, Y € %;(P) und
X : Q — R eine #B-messbare Abbildung mit X oY € £;(P). Dann gilt

EXY | ) =X -EY | %).

Da X messbar ist, gilt E(X | 28) = X und die Gleichung ldsst sich nun auch als E(XY | &) =
EX | BIE(Y | 98) schreiben.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in die selben vier Schritte, die wir auch bei der Konstruktion
fiir Integrale in [WTSkript11] durchlaufen haben.

i) Essei X =14 fiir A € . Dann ist X -E(Y | 8) %-messbar und P-integrierbar. Fiir B € &
folgt dann

EX -EY | %)-1p)=EEX | 8)-14np) =E(Y -14np) = E(XY -1p).

ii)) Nun sei X eine Treppenfunktion, dann folgt die Behauptung aus der Linearitat der
bedingten Erwartung (vgl. Satz 1.5.3).
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iii) Es sei X = 0 messbar, dann existieren Treppenfunktionen X, ,/ X. Wir zerlegen Y =
Y " -Y~ wie gewohnt und erhalten X,,Y* /XY * und X,,Y~ / XY ~. Mit der monotonen
Konvergenz aus Satz 1.5.4 und der Linearitit erhalten wir dann die Behauptung.

iv) Nun sei X messbar und wir zerlegen X = X* — X~ wie gewohnt. Mit der Linearitit und
den vorherigen Schritten folgt die Behauptung. O

Satz 1.5.9 Bestapproximation

Es sei (Q,/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B c &/ eine o-Algebra und X € %5(P).
Dann nimmt die Abbildung 32(P|33) — R vermoge Y — [| X — Y”?%’Q(P@) =E(X -Y)? ihr
einziges Minimum in Y* = E(X | ) an.

Beweis: Essei Y € 22(P|@), nach Satz 1.5.8 gilt dann EXY | 8)=YEX | ) =Y -Y".
Daraus folgt E(XY) =E(E(XY | 2))=E(Y -Y*) und fiir Y =Y* € %(P|,,) gilt dann E(XY) =
E(Y *)2. Dies ergibt
EX-Y)*-EX-Y")=-2EXY)+EY?+2EXY")-E(Y*)?=EY*-2EYY* +E(Y *)?
=E&*)2

=EY -Y*)?=>0.

Daraus kénnen wir nun E(X — Y *)? < E(X —Y)? folgern, wobei Gleichheit genau fiir E(Y —
Y *)? = 0 gilt, was wiederum genau fiir Y =Y * P-fast sicher der Fall ist. O

Korollar 1.5.10 %»>-Projektionseigenschaften
Es sei (QQ,/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 9 c &/ eine o-Algebra. Dann ist
E(- | 8): %2(P) — Z5(P) eine orthogonale Projektion auf Zo(P | 2)» das hei}t es gilt

1) E(E(- | B) | 2)=E( | #).

ii) kerE(- | %) = %3 (P|,) = GmE(- | 8B))*, wobei Z;-(P|,) ={Y € %(P):E(YZ) =
0 VZe%(P|y)gilt.

Eigentlich sollte dies mit Lo statt % formuliert werden, dafiir haben wir bisher jedoch zu
wenig Theorie. Dabei ist %2(P) = {f: X — R messbar mit ||f||§ = flfl2 dP < oo}, allerdings
ist ||-||§ keine Norm, sondern nur eine Seminorm, da es f: X — R messbar mit f # 0 gibt, so
dass ||If |I§ = 0 ist. Daher definiert man f ~ g :< f = g P-fast sicher und faktorisiert solche
Funktionen dann mittels Lo(P) := %5(P)/ ~ heraus, dieser Raum besteht also eigentlich aus
Funktionenklassen. Dieser Unterschied wird in der Praxis jedoch hiufig ignoriert.

Beweis: Die Aussage kann aus Satz 1.5.9 gefolgert werden, wir werden dies hier jedoch
elementarer beweisen. Die erste Aussage folgt aus Satz 1.5.7, wir widmen uns nun also dem

24



1.5. Bedingte Erwartungen

zweiten Teil. Nach Satz 1.5.3 gilt imE(- | ) = .££2(P| ). Wir zeigen nun die Inklusion ,=“: Sei
Y ekerE(- | 8), das heifSt E(Y | 8)=0und Z € 22(P|%), dann gilt

E(YZ)=EEYZ | 28) '2°EZ -EY | #)) =0.

Fiir die andere Inklusion ,o“sei Y € ££2L(P | ), das heilit Y € £5(P) und E(Y Z) =0 fiir alle Z €
££2(P|%). Wir wollen zeigen, dass E(Y | 8) =0 gilt. Dazu setzen wir Z :=E(Y | %) € Zg(PL%)
und es folgt

0=E(YZ2)=EEYZ|2®) 2°EZ EY | 8)=EZ%

also gilt P-fast sicher Z = 0. O

Wir wollen nun einige verschiedene Interpretationen anfiihren und diskutieren:

1) Die %-Messbarkeit von Y bedeutet, dass nur Informationen, die durch 28 ausdriickbar
sind, zur Konstruktion von Y verwendet werden kénnen. Prizisiert wird dies durch das
Approximationslemma aus der Wahrscheinlichkeitstheorie (vgl. [WTSkript11]).

ii) Die bedingte Erwartung E(X | 98) vereinfacht X in dem Sinne, dass alle nicht durch 28 aus-
driickbaren Informationen weggelassen werden. Prizise bedeutet dies, dass kerE(- | &) =
££2L(P | ) Weggelassen wird, wobei dieser Raum orthogonal zu den erlaubten Funktionen
steht.

iii) Die bedingte Erwartung E(X | 94) ist die beste Approximation fir X innerhalb aller
Funktionen, die nur £ als Information zur Verfiigung haben. Haben wir also 2, so ist
E(X | ) also die beste Prognose von X. Priziser haben wir dies in Satz 1.5.9 diskutiert.

Im letzten Punkt haben wir davon gesprochen, was passiert, wenn wir 9 ,haben“, sind jedoch
nicht darauf eingegangen, was dies genau bedeutet. Es seien A,B € (2 messbar und w € Q
eine zufillige Beobachtung, dann ist P(A) die Wahrscheinlichkeit fiir w € A und P(A | B) die
Wahrscheinlichkeit fiir w € A, falls wir zusétzlich wissen, dass w € B gilt. Analog gibt uns
P(A | B€) die Wahrscheinlichkeit fiir w € A, falls wir w ¢ B wissen. Damit ist

P(A|B) fallsweB
P(A | B°) fallswé¢B

die Wahrscheinlichkeit fiir w € A, falls wir iiber w € B Bescheid wissen. Dies kann auf o-
Algebren «f mit P(A) > 0 fiir alle @ # A € of verallgemeinert werden (vgl. die Konstruktion zu
Beginn des Kapitels). Dies fiihrte zu Messbarkeit und einer Gleichung, beides zusammen mach-
te die Konstruktion dann eindeutig. Fiir die Verallgemeinerung haben wir die Messbarkeit
und die Gleichung zur Definition erhoben. In diesem Sinne ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
PA | B)w)=EQ14 | B)(w) die Wahrscheinlichkeit von w € A, falls wir w € B fur alle B € 4
entscheiden konnen.

An dieser Stelle wollen wir betonen, dass P(- | 8)(w) im Allgemeinen kein Wahrscheinlichkeits-
mal ist, denn fiir jedes A € & arbeiten wir mit Versionen und es im Allgemeinen zuviele A
gibt um diese zusammenzufiihren.
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Lemma 1.5.11 Faktorisierungslemma
Es sei (Q, o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q', «/’) ein Messraum, X : Q — Q' messbar
und Y : Q — R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Y ist 0(X)-messbar.

ii) Es existiert eine messbare Abbildung g: ' — R, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:
x %

Q' "

Ist X surjektiv, so folgt ferner, dass g eindeutig ist.

Beweis: Die Richtung von ii) nach i) ist trivial. Fiir die andere Richtung fiihren wir wieder
aufeinanderfolgende Schritte aus. Im ersten Schritt sei Y =14, dann ist A € 0(X), da Y nach
Voraussetzung o(X)-messbar ist. Dann existiert ein A’ € o/’ mit A = X 1(A’) und wir setzen
g:=1y4. Fiir den zweiten Schritt sei Y =3} " ; @;14, und wir setzen g:=3%"_; ailA;, wobel wie
im ersten Schritt X _1(A§) = A; setzen.

Im dritten Schritt sei Y = 0, dann existiert eine Folge Y,, /Y von Treppenfunktionen und
mit Hilfe des zweiten Schritts existiert entsprechend eine Folge g, mit Y,, = g, 0 X. Da die
Konstruktion im zweiten Schritt monoton ist, folgt g, /' g :=lim g,,. Im letzten Schritt zerlegen
wir schlieBlich wie gewohnt Y =Y * —Y ~ und erhalten so den Rest der Aussage.

Zu zeigen bleibt nun noch die Eindeutigkeit, wenn X surjektiv ist. Sind w1, w9 € Q mit X(w1) =
X(w2), so gilt auch Y(w1) = g(X(w1)) = g(X(w2)) = Y(ws). Sei nun x € Q/, dann existiert ein
w € Q) mit X(w) = x. Dann erhalten wir g(x) = g(X(w)) = Y (w) und g ist eindeutig, wobei Y (w)
nach unseren Voriiberlegungen von der speziellen Wahl des w unabhéngig ist. O

Wir wollen diese Ergebnisse nun wieder interpretieren. Dazu sei A,B € of und X :=1p, sowie
A := 0(X). Dann ist 8 = {¢,B,B¢,Q} und nach Lemma 1.5.11 gilt P(A | 13) = P(A | &) =
E(14 | 8)=golp. Fir w € B folgt dann

P(B)P(A | 13)(w)=P(B)g(l)=/g(l)lB dpP :/golB dP :/E(lA | B) dP = / 14 dP
B B
=P(ANB).

Ist nun P(B) > 0, so folgt P(A | 1)(w) = P(A | B) fiir alle w € B, aber wir wissen bereits, dass
die linke Seite auch fiir P(B) = 0 definiert ist.
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Definition 1.5.12 Faktorisierter bedingter Erwartungswert

Es sei (Q, «/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q2, /') ein Messraum, Y € %;(P) und
X: Q — Q' messbar und surjektiv. Dann ist E(Y | X) 0(X)-messbar und mit Lemma
1.5.11 existiert genau ein g: Q' = R mit E(Y | X) = go X. Fiir x € Q' schreiben wir dann
E(Y | X =x) := g(x) und nennen E(Y | X =-) den faktorisierten bedingten Erwartungs-
wert. Analog ist P(A | X =x)=E(14 | X =x).

Fiir A € of ist P(A | X =) nur bis auf Px-Nullmengen eindeutig, da E(Y | X) nur bis auf
P-Nullmengen bestimmt ist. Fiir eine weitere Ausfithrung verweisen wir auf [Klenke06, Kap.
8.3, S. 182].
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Zeitdiskrete Martingale

r
Martingale waren urspriinglich eine Klasse von Wettstrategien im 18. Jahrhundert
Frankreichs, aber auch ein Begriff fiir bestimmte Pferdeziigel. In der Theorie der
stochastischen Prozesse sind Martingale bestimmte Klassen von Prozessen, welche

die stochastischen Prozesse gewissermallen einschniiren.
|

2.1. Definition und einfache Beispiele

Im Folgenden sei (2, </, P) immer ein Wahrscheinlichkeitsraum, sowie T' < [0,00) eine Index-
menge. Da wir vor allem zeitdiskrete Martingale betrachten werden, wird haufig 7' = N oder
T =Ny sein.

Definition 2.1.1 Filtration
Eine Familie & = (%;);c1 von o-Unteralgebren von </ heif3t Filtration genau dann, wenn
Fs c F, fur alle s,t € T mit s < ¢ gilt.

Wird &%; als unser Kenntnisstand zum Zeitpunkt ¢ betrachtet, so sichert die Filtrationsei-
genschaft, dass wir hochstens dazulernen, unser Kenntnisstand mit der Zeit also grofler
wird.

Definition 2.1.2 Adaptierter stochastischer Prozess
Sei X = (X)ier ein & -wertiger stochastischer Prozess und & = (%;)c7 eine Filtration,
dann heifit X an & adaptiert genau dann, wenn X, fiir alle ¢t € T' &;-messbar ist.

Dies bedeutet also, dass X; mit unserem Kenntnisstand %; beschreibbar ist.
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Definition 2.1.3 Vorhersagbarer stochastischer Prozess

Sei X = (X,,)n>0 ein X -wertiger stochastischer Prozess und & = (%,,),>¢ eine Filtration,
dann heif3t X vorhersagbar oder previsibel beziiglich &# genau dann, wenn X, fiir alle
n =1 %,_i1-messbar und X, konstant ist.

In diesem Fall konnen wir den Prozess also bereits aus dem Kenntnisstand vom Zeitpunkt
zuvor beschreiben und daher gewissermallen vorhersagen. Ist X previsibel, so ist X auch
adaptiert. Eine haufig verwendete Filtration ist die natiirliche Filtration:

Ist (X¢)ser ein stochastischer Prozess und %; :=0(X;: T 3s<t), dann ist X an % := (%} )ser
adaptiert. Dies ist die kleinste Filtration beziiglich welcher X adaptiert ist. Oft werden wir
hierfiir th := %, schreiben. Wir kommen nun zum eigentlichen Objekt unserer Begierde:

Definition 2.1.4 Martingal
Sei M =(M,),>o ein R-wertiger stochastischer Prozess mit M, € %1(P) fiir alle n =0,
sowie & = (%, )n>0 eine Filtration, an welcher M adaptiert ist. Dann heifit M

i) (zeitdiskretes) Martingal bezuglich & genau dann, wenn E(M,, | %,,-1) = M1
P-fast sicher fiir alle n > 1 gilt.

ii) Sub-Martingal genau dann, wenn E(M,, | &,,_1) = M,,_1 P-fast sicher fiir alle n = 1
gilt.

iii) Super-Martingal genau dann, wenn E(M,, | &,-1) < M,_1 P-fast sicher fir alle
n =1 gilt.

Wir wollen an dieser Stelle einige einfache Eigenschaften festhalten:
i) Ist M ein Martingal, so ist es natiirlich auch ein Sub- und ein Super-Martingal.
ii) M ist ein Sub-Martingal genau dann, wenn —M ein Super-Martingal ist.
iii) Ist M ein Martingal, so ist auch (M,, — My),>o ein Martingal.

iv) Ist M ein Martingal, so gilt EM,, = E(E(M,, | ¥,-1)) = EM,,_; fir alle n = 1, die Erwar-
tungswerte von Martingalen dndern sich also nicht iiber die Zeit. Fiir Sub-Martingale
(Super-Martingale) gilt mit analoger Begriindung, dass die Erwartungswerte monoton
steigen (fallen).

Die beste Prognose von M,, zum Zeitpunkt n — 1 ist, wie wir im letzten Kapitel gesehen haben,
E(M,, | #,-1). Die Martingaleigenschaft besagt nun gerade, dass die Prognose gleich M, _1 ist.

Alternativ wollen wir Martingale nun als ein Spiel interpretieren: Es sei M = (M},),>¢ ein
R-wertiger stochastischer Prozess, der an (%,),>¢ adaptiert ist. Dabei soll M, unser Vermégen
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zum Zeitpunkt n beschreiben, also ist M,, — M,,_; unser Gewinn in der n-ten Spielrunde. Ist M
ein Martingal, so gilt mit der Martingal- und Adaptionseigenschaft

EWM,-M, 1| Fn-1)=EWM, | F-1)-EM,_1| Fpn-1)=M,_1-M,_1=0.

In der n-ten Spielrunde ist das Spiel also fair, sofern unser Kenntnisstand zum Zeitpunkt n —1
zugrundegelegt wird. Ist M ein Super-Martingal, so folgt analog, dass E(M,,-1—M, | ,-1) <0
gilt, also ist das Spiel auf unsere Kosten unfair.

Beispiel 2.1.5 Summen unabhdingiger Zufallsvariablen
Ist (X,,)n>0 eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit X, € £1(P) fiir alle n = 0 und Xy = 0.
Dann ist

n
M,:=) (X;-EX;) firn=0
1=0

ein Martingal beziiglich der naturlichen Filtration von M,,. Die Adaptionseigenschaft und
Integrierbarkeit sind offensichtlich, zu zeigen bleibt die Martingaleigenschaft. Es ist

E(Mn+1 _Mn | gn) = E(Xn+1 _EXn+1 | gn) = E(Xn+1 | gn)_EXn+l = EXn+1 _EXn+1 = O,

wobei wir ausgenutzt haben, dass X,,+1 und &, unabhingig sind. //

Beispiel 2.1.6 Martingal durch Filtration
Es sei X € #1(P) und (%,),>¢ eine Filtration. Dann definiert

M, =EX | %,) fuirn=0

ein Martingal. Auch hier sind die Adaptionseigenschaft und Integrierbarkeit klar, zu beweisen
bleibt also wieder die Martingaleigenschaft. Wegen %,,_1 c &%, gilt

EWM, | Zn-1)=EEX | ) | Fn-1)=EX | Fp-1)=Mp-1. |

Beispiel 2.1.7 Produkte unabhdngiger Zufallsvariablen

Es sei (X,),>0 eine Folge unabhéingiger Zufallsvariablen mit #;(P)> X, =0 und EX,, =1 fiir
alle n = 0. Wir setzen M :=0, %y :={9,Q} und dann M, :=X1-...- X, und &, :=0(X1,...,X,).
Dann ist M,, ein Martingal. Die Adaptionseigenschaft ist nach Konstruktion klar und die
Integrierbarkeit folgt aus X -... - X, € Z1(P). Wir zeigen nun noch die Martingaleigenschaft.
Es gilt

1.5.8
E(Mn | L6/7n—1):E(an—l')(n | LOj'n—l) = Mn—lE(Xn | LOj'n—l):]Mn—l'E)(rL :Mn—l'l- //

Nach diesen etwas einfacheren Beispielen wollen wir nun noch ein komplizierteres Beispiel
diskutieren:
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2 Zeitdiskrete Martingale

Beispiel 2.1.8  Diskretes stochastisches Integral
Es sei (X,)n>0 ein & = (¥,)n>0-adaptierter stochastischer Prozess, sowie (H,),>1 ein &-
vorhersagbarer stochastischer Prozess. Dann heif3t der Prozess H.X, der durch

n
(H.X), :=Xo+ Z H, (X, —Xn-1) firn=0

m=1

definiert ist, diskretes stochastisches Integral. Ist X ein Martingal, so hei3t H.X auch Martin-
galtransformierte von X.

Wir wollen nun erldutern, woher diese Bezeichnung kommt. Dazu benétigen wir das Stieltjes-
Integral, das durch

t n
/ h dg(x):=lim ) h(tp-1)(g(tr) — g(¢r-1))
0 k=1

definiert ist, wobei der Grenzwert des Rangs der Zerlegung 0 =g <t1 <...<t, =t gegen
Null betrachtet wird, das heif3t die Zerlegung immer feiner gemacht wird. Dieser Grenzwert
existiert, wenn g hinreichend regular ist. Bei H.X wird die Grenzwertbildung weggelassen
und die Zerlegung von [0,n] ist sehr speziell gewéahlt, namlich ¢,, = m. Dies motiviert die
Bezeichnung ,diskretes Integral® fiir H.X. Ferner wihlen wir g(¢;) = X(w), das heil3t wir inte-
grieren beziiglich einer zufilligen Funktion, was die Bezeichnung ,stochastisches (Integral)“
motiviert. Man kann spéater den Grenzwert sogar durchfithren, dazu benotigt man jedoch die
Regularitét der Trajektorien von X. //

Lemma 2.1.9
Es sei (X,,),>0 an eine Filtration & adaptiert mit X; € #;(P) fir alle i = 0. Ferner sei
(H,)n>1 vorhersagbar bezuglich & mit H,(X,, — X,,_1) € %, fur alle n = 1. Dann gilt:

i) Ist X ein Martingal, so ist auch H.X ein Martingal.

ii) Ist X ein Sub-/Super-Martingal und H = 0, so ist auch H.X ein Sub-/Super-
Martingal.

Beweis: Wir beweisen beide Eigenschaften gleichzeitig. Es gilt

E(H.X)p - (HX)p-1 | Fn-1) = EH,(Xn - Xn-1) | Fn1) 2°H, EXp— Xn-1 | Fn_1)

0 falls X Martingal
=<{=>0 falls X Sub-Martingal
<0 falls X Super-Martingal

Damit ist alles gezeigt. O
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2.2. Grundlegende Eigenschaften

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Ziele erreichen. Zunichst wollen wir einige Moglich-
keiten kennenlernen, aus Martingalen neue Martingale zu konstruieren. Danach wollen wir
zeigen, dass stochastische Prozesse im Wesentlichen aus Martingalen und vorhersagbaren
stochastischen Prozessen bestehen.

Satz 2.2.1
Es seien X =(X,,),>0 und Y = (Y}, ), >0 reellwertige, & -adaptierte stochastische Prozesse,
wobei & eine Filtration ist. Dann gilt:

i) Sind X und Y Martingale und «, 8 € R, so ist auch aX + Y ein Martingal.

ii) Sind X und Y beide Super- oder Sub-Martingale und a, 8 =0, so ist auch aX + Y
ein Super- bzw. Sub-Martingal.

iii) Sind X und Y Super-Martingale, so ist X AY := min{X,Y} ebenfalls ein Super-
Martingal. Sind X und Y Sub-Martingale, so ist analog max{X,Y} ein Sub-
Martingal.

iv) Ist X ein Super-Martingal, (T,),>1 € N mit T,, — co und EX7 = EX| firallen =1,
so ist X ein Martingal.

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften lassen sich durch simples Nachrechnen unter
Verwendung der Linearitéit des bedingten Erwartungswertes beweisen. Fiir iii) setzen wir
Z, =X, NY,. Wegen |Z,| <|X,|+|Y,| folgt dann Z,, € ¥; und die Tatsache, dass Z,, adaptiert
ist. Dann erhalten wir

EZ, | Zy-1)<EX, | F-1D)<EX, 1| Fp-1)<EY,-1 | Fn-1)<EZ,_1 | Fp-1).
Nun wollen wir iv) beweisen. Dazu sei m € N, dann existiert ein n € N mit m < T, und wir
setzen Y, :=EXr, | &;) fur i <T,. Zuerst zeigen wir, dass P-fast sicher X; =Y fiirallei < T,

gilt. Dazu betrachte

Y, =EX7, | %) =EEX7, | F1,-1) | %)
<EXr,-11 %)

<EX; | #)=X;.
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2 Zeitdiskrete Martingale

Mit dieser Rechnung gilt nun

EXy< EXTn = E(E(XTn | %)) =EY;
<EX; =EEX; | ;_1))
<EX;, 1

<EX,.
Damit miissen all diese Ungleichungen also tatséchlich Gleichungen sein und wir erhalten

insbesondere EX; = EY; fur alle i < T,,. Fassen wir dies zusammen, so erhalten wir X; =Y;
P-fast sicher fiir alle i < T,. Nun gilt

EX, | Fm-1) :E(E(XTn | Fm) | Fm-1) :E(XTn | Fm-1)=Ym-1=Xm-1. O
=Y,
Satz 2.2.2

Es sei X = (X},,),>0 ein Martingal und ¢: R — R eine konvexe Abbildung. Dann gilt:

i) Falls fiir den positiven Anteil der Komposition E(¢ o X)" < oo fiir alle n = 0 gilt, so
folgt, dass ¢ o X ein Sub-Martingal ist.

ii) Ist X, € &, fiir ein p €[1,00) und alle n = 0, so ist |X|? ein Sub-Martingal.

Beweis: Die Aussage ii) folgt aus i) fir ¢(¢) := |£|”. Beweisen wir also i). Dazu sei v(x) =ax+b
affin linear fiir x € R mit v < ¢ (vgl. Beweis von Satz 1.5.5). Dann gilt ¢~ = max{0,—¢} <
max{0,—v} = v~ und wir erhalten

E(¢poX,) <E@WoX) <|a|E|X,|+|b| <oo.
Dann ist ¢po X, € ;. Nun folgt mit Satz 1.5.5

E((,boXn | LOfn—l) = (,bE(Xn | LOfn—l) = ¢°Xn—1- O

Lemma 2.2.3
Es sei M = (M,),>0 ein & -adaptiertes, vorhersagbares Martingal. Dann gilt P-fast sicher
M, = M, fir alle n = 0.

Beweis: Es geniigt, induktiv zu zeigen, dass P-fast sicher M,, = M, _1 fir alle n = 1 gilt. Dies
gilt aber wegen M, = EM,, | ¥,-1)=M,,_1. O
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Lemma 2.2.4
Es sei M = (M,),,>0 ein Martingal, dann folgt E(M,, - M,,) = EM,Qn fur alle 0 <m <n.

Beweis: Wir konnen ohne Einschriankung n > m annehmen, da der Fall n = m trivial ist.
Dann gilt mit iterierter Anwendung der Martingaleigenschaft

=M

Satz 2.2.5 Doob-Zerlegung

Es sei X = (X,),>0 ein an & = ($,),>0 adaptierter stochastischer Prozess mit X,, € Z1(P)
fiir alle n = 0. Dann existiert — bis auf Ununterscheidbarkeit — genau ein Martingal M
und ein % -vorhersagbarer stochastischer Prozess A mit Ay =0, so dass X =M + A gilt.
Ferner ist X ein Sub-Martingal genau dann, wenn A monoton wachsend ist.

Mit anderen Worten bestehen stochastische Prozesse also aus Martingalen und vorhersagbaren
Prozessen.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz. Fiir n = 0 sei dazu

n
M,:=Xo+ ) Xp-EX} | Fp-1),
k=1
sowie
n
Ap ==Y Xp-1-EXp | Fr-1)).
k=1

Dann gilt, dass A, nach Konstruktion %, _1-messbar ist, da es als Summe tiber % _1-messbare
Terme entsteht und %,_1 < %, _1 fur k € {1,...,n} gilt. Dann folgt, dass A % -vorhersagbar
ist; dass Ag = 0 gilt ist klar. Ferner ist M,, nach Konstruktion mit analoger Argumentation
F,-messbar und integrierbar, wir miissen also noch die Martingaleigenschaft zeigen. Dazu
betrachten wir

E(Mn _Mn—l | Lain—l) = E(Xn _E(Xn | L@.n—l) | gn—l) = E(Xn | LOfn—l)_E(){n | eGfsn,—l) =0.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass M und A tatsachlich X zerlegen. Dies gilt wegen

n n n
M,+A,=Xy+ Z(Xk -EX, | 1)) - Z Xp_ 1+ Z EX; | F1_1)
k=1 k=1 k=1

=X,.

Damit ist die Existenz gezeigt und wir zeigen die Eindeutigkeit. Dazusei X =M +A=M'+A’,
dann gilt M—M' = A'—A. Nach Satz 2.2.1 ist M — M’ ein Martingal und A’ — A ist vorhersagbar,
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2 Zeitdiskrete Martingale

also auch M — M'. Mit Lemma 2.2.3 folgt dann M,, — M, = Mo—- M =Aq—-A;=0-0=0, also
folgt P-fast sicher M = M'.

Zum Schluss beweisen wir noch, dass X ein Sub-Martingal ist genau dann, wenn A wachsend
ist. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst

E(Xn | eg.n—l):E(]Mn | gn—l)“‘E(An | gn—l):Mn—l +An-

Also ist X ein Sub-Martingal. Daraus folgt M,,_1+A, =EX, | #,-1)=2X,,-1=M,_1+A,1
und wir erhalten A, = A,_1. Die andere Richtung folgt analog. O

Korollar 2.2.6
Es sei X = (X,),>0 ein quadrat-integrierbares & -Martingal, d. h. es gilt X,, € &, fiir alle
n = 0. Dann gilt:

i) X? ist ein Sub-Martingal.

ii) Es gibt genau einen & -vorhersagbaren stochastischen Prozess A mit Ay =0, so dass
X2 — A ein Martingal ist. Dieser Prozess A heiBit quadratischer Variationsprozess
von X und wird mit (X) := A bezeichnet.

iii) Der Prozess (X) ist monoton wachsend.

iv) Es gilt (X), = ) E((X; - X;-1)” | %;_1) und E(X), = Var(X,, - Xo).
=1

Beweis: Aussage i) folgt unmittelbar aus Satz 2.2.2. Aussage ii) folgt aus Satz 2.2.5, denn fir
X? mit X% = M + A erhalten wir X2 - A = M. Aussage iii) folgt ebenfalls aus Satz 2.2.5. Wir
zeigen also noch iv). Dazu betrachten wir

n n

Y E(X; -Xis1)? | Fic1) = Y EX?-2X; X1+ X7 | Fisv),

i=1 i=1
durch Auseinanderziehen und Anwenden der Definitionen der bedingten Erwartung und
Martingalen erhalten wir dann

Z(E(X | Fi)-X2 ) %204,
- (X

n-

Nun wollen wir noch die Formel fiir den Erwartungswert beweisen. Es gilt

EA, = ZE(E(X -X;is1)? | Fi) = ZE(X2—2X Xio1+X2 ),
=1 i=1
und wieder durch Auseinanderziehen und Lemma 2.2.4 erhalten wir
n
=Y (EX?-EX?,)=EX2-EX; =EX?-2EX, X, +EX} = E(X,, - X))’
=1
= Var(X,, — Xo),
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da EX, = EX| gilt, wie wir bereits gesehen haben. O

Beispiel 2.2.7
Es seien (Y;);>1 unabhéingig mit Y¥; € £»(P) und EY; = 0 fiir alle i > 0, sowie X, :=3%" | Y; fiir
n = 0. Dann gilt

(X)n = iEYf =Y VarY;. /

n
i=1 1=1

Beispiel 2.2.8
Es seien (Y;);>0 unabhéingig mit Y; € Z»(P) und EY; =1 fiir alle i =0, sowie X, := H?:1Yi fir
n = 0. Dann gilt

X)n = iXiz_IVarYi. /
i=1
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2.3. Stoppzeiten

Wir wirden stochastische Prozesse gerne in Abhéngigkeit ihres Verhaltens bis zum Eintritt
eines bestimmten Ereignisses untersuchen beziehungsweise modifizieren. Dazu sei (2, </, P)
wie tiblich ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.3.1 Stoppzeit L
Es sei &# =(%,),>0 eine Filtration. Eine Abbildung 7: 2 — Ny := Ny U {oo} heilit Stoppzeit
genau dann, wenn

{tr=nle%, fir alle n = 0.

Falls wir einen stochastischen Prozess bei der Zeit 7(w) in Abhéingigkeit des Verhaltens bis zur
Zeit 7(w) anhalten wollen — wir werden darauf gleich noch nédher eingehen —, so darf 7(w) nur
von unserem Kenntnisstand bis zur Zeit 7(w) abhidngen. Die Menge {7 < n} enthilt alle Zeiten
vor dem Zeitpunkt n, die nur von der Kenntnis bis zu diesem Zeitpunkt abhéngen.

Fur zeitdiskrete stochastische Prozesse — auf die wir uns hier ja im
0 Wesentlichen beschrinken —, kann man statt der in Definition 2.3.1
verwendeten Menge auch {1 = n} verwenden.

Beispiel 2.3.2 Eintrittszeit

Es sei (X,),>0 ein ZF-adaptierter Prozess und A c R messbar. Dann ist die Eintrittszeit
74: Q — Np mit w — inf{n € Ny : X,,(w) € A} eine Stoppzeit, d. h. 74 (w) ist der erste Zeitpunkt,
zu welchem die Trajektorie X(w) in A liegt. Betrachte hierzu

.....

k=0

Beispiel 2.3.3 Konstante Stoppzeit o
Es sei & eine Filtration und ng € Ng. Dannist 7: 2 — Ny mit w — ng eine (konstante) Stoppzeit.
Betrachte

@ fallsn<ng
< = € g .
tr=nt {Q fallsnzno 2" !

Lemma 2.3.4
Seien o und 7 Stoppzeiten, dann gilt

i) 0 AT :=min{o,7} und o Vv 7 := max{o, 7} sind Stoppzeiten.

i) o + 1 ist eine Stoppzeit.
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iii) 7+ s ist fiir alle s = 0 eine Stoppzeit.

Insbesondere gilt zu beachten, dass die Bedingung s = 0 in Aussage iii) des Lemmas essentiell
ist und die Aussage fiir s <0 im Allgemeinen nicht gilt.

Beweis: Fiiri) betrachten wir {tvo<n}={r<n}nf{o<sn}lund{tAoc<n}={r=<n}ufo =<n},
diese Mengen sind offenbar messbar.

Fur ii) sei n € Ng, dann folgt aus i), dass 7 v n und 7 A n Stoppzeiten sind. Fiir m < n gilt nun
ftAnsmleF, cFy, firm=ngilt {tAn<m}=QeF,. Damit ist 7’ := (t An)+ 1>p) eine
Fn-messbare Zufallsvariable. Analog erhalten wir die %, -Messbarkeit von ¢’ := (0 An)+1i5>p).
Damit folgt 7/ + 0’ € %,. SchlieBlich gilt fiir T <n und 0 <n, dass 7' + ¢’ = 7 + o gilt, ist aber
zum Beispiel T >n, soist 7' =n+1>n. Damit folgt {c+71<n}={c’+17' <n}le %,.

Aussage iii) folgt aus Aussage ii) und Beispiel 2.3.3. Wir wollen noch zeigen, warum die Aussage
fiir s < 0 nicht stimmt. Es ist {t+s <n}={r <n-s}e€ %, _g, aber im Allgemeinen gilt &, _; ¢ F,.
]

Definition 2.3.5 Gestoppter stochastischer Prozess
Sei 7 eine endliche Stoppzeit (d. h. 7 < co P-fast sicher) und X = (X},),>0 ein &-adaptierter
stochastischer Prozess. Wir definieren:

i) Es sei X;: QQ — R eine Abbildung vermoége w — X;(y)(w). Dies ist der Wert der
Trajektorie X (w) zum Stoppzeitpunkt 7(w).

ii) Gestoppter Prozess: X' = (X ),>0 sei definiert durch

X, furn=<rt
X=X pn=3"" .
" AT {XT firn=7

Die fiir die stochastischen Prozesse typische Frage ist nun, in welchem Sinne X; und X*
messbar sind, von welchen Kenntnisstdnden diese Variablen also abhéngen. Dies wollen wir
nun diskutieren.

Definition 2.3.6 7-Vergangenheit
Es sei (2,7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, & = (%,,),>0 eine Filtration und 7 eine
Z-Stoppzeit. Dann ist

. ={Aeod An{r <n}eF, fir alle n = 0}

eine o-Algebra. Diese wird die o-Algebra der 7-Vergangenheit genannt.
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Lemma 2.3.7
Es seien 0 und 7 Stoppzeiten. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Gilt o <7, so folgt ¥, c ;.
ii) Far n =0 gilt ;,, € ZF,.

Beweis: Aussage ii) folgt aus i), da 0 := 7 A n eine Stoppzeit mit o < 7 ist. Wir beweisen nun
also i). Sei A € ¥, und n =0, dann gilt wegen {t <n} c{o <n}

An{rsn}=An{o=snin{r<n}leZ,,
———— N —
[ [

also ist A € &;. O

Satz 2.3.8 Messbarkeit von X; und X’
Sei X = (X,)n>0 ein & -adaptierter stochastischer Prozess und 7 eine endliche Stoppzeit.
Dann gilt:

1) X; ist & -messbar.

ii) X' ist #-adaptiert und auch &"-adaptiert, wobei & := F;,, ist.

Beweis: Wir beweisen zunichst i). Sei B € R messbar. Dann miissen wir {X; € B} € %, also
{X; e Bn{r < n} e %, fir alle n = 0 zeigen. Dies geschieht iiber den folgenden, typischen
Ansatz:

{X:eBln{r=n}={X;€B}In LnJ{T:k}: LnJ({XTEB}ﬁ{T:k})
k=0 k=0

n
= J{Xr eBle Z,.
k=0

Kommen wir zu ii). Da 7 A n eine Stoppzeit ist, ist X] = X;,, nach i) &;,,-messbar und nach
Lemma 2.3.7 damit auch %,,-messbar. O
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2.4. Optional Stopping Theorem

Sei X ein Martingal und 7 eine Stoppzeit. Die Kernaussage wird dann im Wesentlichen sein,
dass X' ein Martingal ist.

Satz 2.4.1 Optional Stopping Theorem (Doob)
Sei X = (X))o ein F-adaptierter stochastischer Prozess und 7 eine endliche -
Stoppzeit. Dann gilt:

i) Ist X ein (Super-/Sub-)Martingal, so ist auch X7 ein (Super-/Sub-)Martingal.

ii) Ist X ein Martingal, so gilt EX; A, = EXj fiir alle n = 0. Ist 7 P-fast sicher be-
schrinkt, so gilt ferner EX; = EX.

iii) Aussage ii) gilt auch analog fiir Super-/Sub-Martingale.

Beweis: Wir beweisen zunichst i). Dazu definieren wir H := (H},),>1 durch H,, := 145, =
1—-14<n € F,-1, also ist H vorhersagbar. Aulerdem gilt 0 < H,, < 1 fiir alle n = 1, also ist
H, (X, -X,-1) € %;. Mit Lemma 2.1.9 folgt dann, dass H.X ein Martingal ist. Wir miissen
noch H.X = X" zeigen. Dazu wéihlen wir n = 0, dann gilt

n n
HX)y=Xo+ ) HpXp—Xp-1)=Xo+ ) Llpzp Xp—Xp-1)

k=1 k=1
AR

=Xo+ Z Xp—-Xp-1)=X:nn=X,.
k=1

Fir Super-/Sub-Martingale geht dies analog. Wir kommen nun zu ii). Da X’ ein Martingal ist,
folgt EX;pn = EX) =EX [ =EX;10 = EXy. Fiir den zweiten Teil der Aussage sei 7 nun P-fast
sicher beschriankt, dann gilt Tt An — t P-fast sicher fiir n — co. Sei nun N € Ngo mit 1 < N,
dann ist A =maxp—g N I|Xrl € £1 und | X;5,| <A fiir alle n = 0. Mit dem Satz zur majorisierten
Konvergenz folgt dann EX;,, = EXy — EX;, also gilt EX; = EX,. All dies lasst sich analog
fiir Super-/Sub-Martingale zeigen. O

Beispiel 2.4.2 Symmetrische Irrfahrt
Seien (Y;);>1 i.1.d. Zufallsvariablen mit P(Y; =1)=P(Y; =-1)= % und X, := Z?Zl Y; fur n=0.
Ferner seien a <0 und b > 0. Dann betrachten wir die Stoppzeiten
Tq:=infin =0: X, = a},
Tp:=inf{n = 0: X,, = b},
Tab = Ta NTh = T(—00,a]ulb,00)-
Zunéchst mochten wir dies als ein faires Wettspiel interpretieren. Spieler 1 hat das Kapital

—a > 0, Spieler 2 das Kapital b > 0. Dann gibt Y; = 1 an, dass Spieler 1 gewinnt und eine
Geldeinheit von Spieler 2 erhélt. Die Stoppzeit 7, gibt dann die Spieldauer bis zum Bankrott
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2 Zeitdiskrete Martingale

einer der Spieler an. Die Menge A = {1, = 7,} beschreibt also das Ereignis, dass Spieler 1
verliert, dass der Prozess X also zuerst in a (und nicht in b) ankommt. Wir wollen nun P(A)
und die mittlere Spieldauer E1, ; bestimmen.

Unser erstes Ziel ist es, P(t <oo) = 1 fiir 7 := 74 zu zeigen. Dies bedeutet, dass das Spiel
P-fast sicher irgendwann endet. Dazu setzen wir ¢c:=b —a und Ay, := ﬂf;’( B-1)e .1 ¥i =1} Tritt
A} ein, so ist das Spiel spatestens zum Zeitpunkt kc beendet, da Spieler 2 pleite ist. Es gilt
Ap c{t <kc} und daraus folgt U;_; Ar < {T < nc}. Ferner ist (A;); eine unabhéngige Familie

und es gilt P(Ap) = (%)c Damit erhalten wir

n n 1 c\n

P(1 =00) = lim P(z > nc) < 1imP(ﬂAkC) = lim [[ P(A)= lim (1—(—) )

n—o00 n—o0 E=1 n—oop n—oo 2
=0.

Als néchstes wollen wir nun P(A) bestimmen. Klar ist, dass 7, An — 7, =: T P-fast sicher
fir n — oo, X! = X;r, — X; P-fast sicher und |X[|_ = Xranleo < max{lal,1b]} gilt. Mit
dem Satz zur majorisierten Konvergenz folgt dann EX;,, — EX;. Satz 2.4.1 sagt nun, dass
EX; =EX =0 gilt und mit obiger Uberlegung erhalten wir EX, = 0. Damit folgt

0=EX;=aP(14p=74) +bP(14p =7p) =aP(A)+b(1-P(A)).

Durch Auflosen der Gleichung erhalten wir P(A) = %.

Das dritte Ziel ist die Berechnung der mittleren Spieldauer E7, ;. Da X,, € £ fiir allen =0
gilt, existiert der quadratische Variationsprozess1 (X) und es gilt (X), = ;‘:lEYiz = n fiir alle
n = 0. Nach Korollar 2.2.6 ist Z = X2 — (X) ein Martingal mit Z,, = X,% —n. Mit Satz 2.4.1 folgt

nun

TANn

0=EZy=EZ’ =E(X2,, - (1 An)) — EX?—Er,
—_—— —

—T
—»X?

woraus wir 0 = EX2 — E7 erhalten. Dann ist

Er=EX2=0a%P(A)+b%(1-P(A) = —ab. |

Satz 2.4.3 Optional Sampling Theorem I
Sei X =(X,,),>0 ein &-Martingal und o < 7 seien & -Stoppzeiten. Ist 7 beschriankt, so
folgt

EX; | Z;)=X,.

1 Diesen haben wir in Korollar 2.2.6 kennengelernt.
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Ist (7,)n=0 eine aufsteigende Folge beschriankter Stoppzeiten, so ist (X;,),=0 ein (&7, )n=0-
Martingal. Dabei ist (%;,),>0 nach Lemma 2.3.7 eine Filtration und X, ist nach Satz 2.3.8
&, -messbar. Die Martingaleigenschaft liefert dann Satz 2.4.3.

Beweis: Es gelte P-fast sicher 1 < N. Dann ist X; integrierbar, da | X;| < max,<ny|X,| und

X, € & gilt. Zunichst wollen wir E(Xy | &;) = X; P-fast sicher zeigen. Dazu sei A € %, d. h.
An{rt =k} e F fur alle £ = 0. Dann ist

N N N
EXn-14)= ) EXN1alg—py = ) EXN1anp=t = ) EQanr-nEXN | F1)

k=0 k=0 k=0
N N

=Y EQang=uXr)= Y EX;1p1;-p
k=0 k=0

—EX,1,4.

Dadurch erhalten wir gerade die Gleichung, die wir beweisen wollten. Nun nutzen wir dies fiir
den Beweis des Satzes. Es gilt 0 <7 <N und mit Satz 2.3.7 erhalten wir damit %, c ;. Dann

folgt
EX; | F) =EEXN | F1) | F5)=EXN | F;)=X,. [
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2 Zeitdiskrete Martingale

2.5. Konvergenzsiatze fiir Martingale I

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob ein X existiert, so dass X,, — X gilt, falls X,
ein (Super-/Sub-)Martingal ist.

Wir wollen fiir das kommende Lemma 2.5.1 einen Ansatz diskutieren. Dazu sei (x,) € R
eine Folge, die weder eigentlich noch uneigentlich konvergiert. Dann ist liminfx, <limsupx,
und es seien a < b mit liminfx, < a < b <limsupx,. Das Intervall [a,b] wird von der Folge
dann unendlich oft iberquert. Um Konvergenz zu zeigen, geniigt es daher, die Anzahl der
Uberquerungen abzuschéitzen. In unserem Fall haben wir es natiirlich mit Prozessen und
nicht mit einfachen Zahlenfolgen zu tun.

Sei nun X ein &% -adaptierter stochastischer Prozess und a < b. Dann definieren wir o := 0,
T =infin = 04_1 : X,, <a} und o, = inf{n = 74, : X,, = b}. Der Nachweis, dass dies tatsichlich
Stoppzeiten definiert, wird zur Ubung iiberlassen. Ferner gilt 3 < 03 < 7541. Nun gibt 71 an,
wann das erste Mal X,, < a gilt, wiahrend o, den ersten Zeitpunkt angibt, zu welchem X, = b
gilt, nachdem X,, <a war. Dann gibt 79 den zweiten Zeitpunkt mit X, <a an, nachdem X, = b
eingetreten ist et cetera. In Abbildung 2.1 wird dies veranschaulicht.

Abbildung 2.1.: Darstellung der Uberquerungsstoppzeiten.

Fir N € Ny betrachten wir ferner U év b(w) := sup{k € Ng : 0x(w) < N}, was die Anzahl der
Aufwartsuberquerungen, die wir auch Upcrossings nennen, darstellt. Nach obigem Plan
wollen wir nun U év , abschétzen.

Lemma 2.5.1
Sei X = (X;)n>0 ein Sub-Martingal, N € Ng und a < b. Dann gilt
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2.5. Konvergenzsdtze fiir Martingale 1

Beweis: Wir betrachten Y, := (X, —a)", dann ist (Y,,), ein Sub-Martingal nach Satz 2.2.1
und es gilt Y;, = 0. Ohne Einschriankung kénnen wir daher X,, = 0 und ¢ = 0 annehmen. Nun
setzen wir

o0
anzzl{rk<n50k} firn=1,
k=1 ~Y— ——
€Fn-1

dann ist (H,), ein vorhersagbares Martingal mit H, = O fiir alle n = 1. Ferner gilt H, <1,
denn fiir w € {1 < n < 0}} gilt wegen 03, < 73,1, dass T 1(w) =n ist, alsoist w ¢ {131 <n <
Or+1}. Mit Lemma 2.1.9 folgt nun, dass (1 — H).X ein Sub-Martingal ist und wir erhalten
E(1-H).X)y =2E((1-H).X)o =EXj. Ferner gilt

N N
(I-H).X)n=Xo+ ) 1-Hp)Xp—Xm-1)=Xn— ), HnXp —Xm-1)

m=1 m=1

=XN +X0—(H.X)N.
Daraus folgt E(H.X)y < EXy. Weiter gilt nun

{1 falls ke{r;+1,...,0;} fireini e N
Hy, = .

0 sonst

Fir m =1 und 0,, < oo gilt dann unter Verwendung dieser Eigenschaft

Om m o;
(HX)o, =Xo+ ) HpXp—Xp-)=Xo+), )Y Xp—-Xp-1)
k=1 i=1lh=7;+1
m
:XO + Z(Xai _XTL')
i=1
=bm,

wobei die letzte Abschotzung wegen X,, = b und X;, < a = 0 gilt. Sei nun N € Ny, dann
betrachten wir zwei Fille. Im ersten Fall ist N € {0,,,...,Tm+1} fiir ein m € N. Dann gilt
U, p = m und damit folgt

N Om
HX)y=Xo+ Z Hy (X, —-Xp_1)=Xo+ Z Hy( X, —Xp_1)=bm = bUbe.
k=1 k=1

Im zweiten Fall sei N € {r,, +1,...,0,,} fur ein m € N. Dann ist Uévb =m — 1 und wir erhalten

N Tm N
(HX)N=Xo+ ) HyXp—-Xp-1)=Xo+ ) HiXp-Xp-1)+ ) Hp(Xp—Xp1)

k=1 k=1 k=Tm+1
Om-1

=Xo+ Z H; (X, —Xk_1)+XN—X1m = (I‘I..X)gm_1 +XN_XTm
k=1

= (H.X)g,,_, = b(m—1)=bUY,.
Nehmen wir beide Fille zusammen, so erhalten wir also (H.X)x = bU(ZlV b und damit

bEUY, <EH.X)y <EXy. O
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2 Zeitdiskrete Martingale

Satz 2.5.2 Martingalkonvergenz I
Es sei (X,)p=0 ein Sub-Martingal mit sup,-oEX; < oco. Wir setzen F := 0 (U2, Fn).
Dann existiert eine %,,-messbare Zufallsvariable X, € %1 mit X,, — X, P-fast sicher.

Beweis: Seia <b.Dann gilt E(X,, —a)* <|a|+EX, < ¢ <oo fiir ein ¢ >0 und alle n = 0. Mit
Lemma 2.5.1 folgt nun

Fir n —ocogilt ferner U, /" Uy p :=limU, P-fast sicher. Mit dem Satz von Beppo Levi? folgt
dann 7 ’

< 00.

) c
EU, ;= Y}LIEOEUZZ) < .
Damit erhalten wir P(U, j < oo) = 1. Sei nun C%? .= {liminfX, < a} N {limsupX, > b}. Es ist
klar, dass X,(w) fiir o € C%? nicht konvergiert. Ferner gilt offenbar C%? c {Ugy p = 00}, was aber
eine Nullmenge ist. Fiir C :=Uy<peq C%? gilt also P(C) = 0. Nach Konstruktion ist jedoch X,
auf Q\ C konvergent. Daher existiert X, so dass P-fast sicher X,, — X, gilt.

Da X, wegen %, c %, auch %, -messbar ist, folgt, dass X, auch %, ,-messbar ist. Da
X ein Sub-Martingal ist, folgt zudem EXy < EX, = EX,, —EX,. Dann ist E|X,,| = EX| +
EX, <EX; +EX; -EX, < ¢ fiir ein ¢’ < co. Mit dem Lemma von Fatou® gilt dann E|X |, <
liminfE|X,,| < ¢’ < co. O

Korollar 2.5.3
Ist X ein nicht-negatives Super-Martingal, so existiert eine %,,-messbare Zufallsvariable
0=<Xy €% mit EX, <EX(und X, — X, P-fast sicher.

Beweis: Offenbar ist —X < 0 ein Sub-Martingal. Dann ist E(-X,,)" <0 fiir alle n > 1. Mit
Satz 2.5.2 existiert dann ein 0 = — X, € %1, das F,-messbar ist, mit —X,, — — X, P-fast sicher.
Mit dem Lemma von Fatou* gilt zudem EX,, <liminfEX, < EX. O

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie kennen wir verschiedene Konvergenzbegriffe. Da wir
nun immer integrierbare Zufallsvariablen vorliegen haben, wollen wir untersuchen, wann
X, — X in &£ gilt. Dazu miissen wir im néchsten Abschnitt jedoch einige Vorbereitungen
treffen.

2 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.2.
3 Dieses findet sich im Anhang als Lemma A.3.
4 Dieses findet sich im Anhang als Lemma A.3.
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2.6. Gleichgradige Integrierbarkeit

Definition 2.6.1 Gleichgradige Integrierbarkeit
Eine Familie (X;);c; von Zufallsvariablen heil3t gleichgradig integrierbar oder gleichmé-
Big integrierbar genau dann, wenn

sup/ |IX;|dP — 0 fir ¢ — co.
|X;[=c

iel

Analog wird die gleichgradige Integrierbarkeit fiir Mengen definiert. Falls ¢ " oo ist, so ist die
Konvergenz in Definition 2.6.1 ebenfalls monoton.

Zwischen gleichgradiger und gleichméBiger Stetigkeit besteht ein Unter-
o schied, wahrend bei der Integrierbarkeit beide Begriffe fiir den selben
Sachverhalt verwendet werden.

Beispiel 2.6.2
Ist X € £, so ist {X} gleichgradig integrierbar. |/

Lemma 2.6.3

Sind K4, ...,K,, gleichméBig integrierbar, so ist auch K U...UK,, gleichméBig integrier-
bar. Mit Beispiel 2.6.2 folgt dann insbesondere, dass endliche Mengen integrierbarer
Zufallsvariablen gleichm#Big integrierbar sind.

Beweis: Dieser Beweis wird zur Ubung iiberlassen. O

Satz 2.6.4 Projektionsfamilien
Sei Y € ¥4 und &; c of seien Sub-o-Algebren fiir i € I # @. Wir setzen X; := E(Y | &;).
Dann ist (X;);c; gleichméBig integrierbar.

Ist I =Ng und (%,),>0 eine Filtration, so ist insbesondere (X,),>¢ ein gleichgradig integrier-
bares Martingal. Im néachsten Abschnitt werden wir sehen, dass gleichgradig integrierbare
Martingale stets von dieser Form sind.

Beweis: Wir definiren ein Mal3 u: o/ — [0,00) durch u(A) := fA Y| dP fur A € o/. Klar ist,
dass u ein endliches MaB mit u < P ist. Sei nun & > 0. Mit [WTSkript11, Korollar 1.12.315 folgt,

5 Auch zu finden in [Meintrup04, Korollar 2.40].
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2 Zeitdiskrete Martingale

dass es ein 6 > 0 gibt, so dass P(A) < 6 impliziert, dass u(A) < € gilt. Mit der Ungleichung von
Markov folgt zudem

E|X; EEY | Z;
sup P(|X;| = ¢) = sup Xl _ supM
iel iel c iel c

E|Y|

<sup -0
el c

fiir ¢ — oco. Daher existiert ein ¢ > 0 mit sup;.; P(|X;| = c¢) < 6. Damit folgt

supE|X;[1x,>c <supEE(Y || F)1x,2c) =supE(Y 1 x,>c) = sup u(|X;| = ¢)
iel iel

iel iel

<e. U]

Lemma 2.6.5 GleichmaBige Beschranktheit

Ist K eine gleichméafig integrierbare Menge, so ist K auch gleichméfig beschrankt in
1, das heif3t

sup [| X1 < oco.
XeK

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis: Der Beweis des Lemmas wird zur Ubung iiberlassen. O

An dieser Stelle wollen wir noch ein Beispiel dafiir geben, dass die Umkehrung von Lem-
ma 2.6.5 im Allgemeinen falsch ist. Betrachte dazu die Gleichverteilung auf [0,1] und die
Zufallsvariablen X,, :=n - 1[0’1]. Dann ist | X,|l; =1 fiir alle n = 1, aber fiir ¢ < n gilt auch

E|X,|1x,>c = 1. Dann ist auch das Supremum davon 1, was jedoch einen Widerspruch dar-
stellt.

Man kann auf %; die kleinste Topologie betrachten, beziiglich welcher
alle linearen Funktionale die Form f — [ fh dP fiir festes h € £, haben.

o Dies ist die sogenannte schwache oder w-Topologie. Dann gibt es den
Satz von Dunford-Pettis, der besagt, dass K genau dann gleichmaBig
integrierbar ist, wenn K" w-kompakt ist.

Satz 2.6.6 Charakterisierung I

Es sei (X;);cr eine Familie von Zufallsvariablen. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1) (X;)ies ist gleichméBig integrierbar.
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2.6. Gleichgradige Integrierbarkeit

ii) (X;)es ist gleichméaBig beschrankt in #; und fur alle € > 0 existiert ein § > 0, so
dass fiir alle A € of gilt:

PA)< o6 > sup/ |1X;|dP <e. (N266A2)
A

1el

Beweis: Wir betrachten zunichst die Richtung von i) nach ii). Die gleichméiBlige Beschriankt-
heit folgt dann aus Lemma 2.6.5. Sei nun € > 0, dann existiert aufgrund der gleichméfBigen
Integrierbarkeit ein ¢ > 0 mit f|Xi|20 |X;| dP < ¢ fiir alle i € I. Nun setzen wir 6 := %, fir Aeo
mit P(A) < ¢ gilt dann

/IXiIdP:/ |Xi|dP+/ X,| dP
A An{IX;<c) An{X;|zc)

<cP(A)+¢

<2¢.

Nun beweisen wir die Richtung von ii) nach i). Sei € > 0 und 6 > 0 so, dass (N266A2) erfiillt ist.
Wir setzen ¢ := %supiE 1 J1X;| dP < oo. Mit der Ungleichung von Markov folgt dann

E|X;
P(Xi|=¢)< adi <.
C

Wenden wir (N266A2) nun auf A := {|X;| = ¢} an, so erhalten wir fiir alle i € I

/ |IX;|dP <e. O
IXil=c

Satz 2.6.7 Charakterisierung II
Es sei (X,),>1 € %1 und X, eine Zufallsvariable. Dann sind die folgenden Aussagen

aquivalent:
i) Die Familie (X},),>1 ist gleichméBig integrierbar und X,, — X, stochastisch.

ii) Esgilt Xoo € £ und X, — X in Z;.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Richtung von i) nach ii). In der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie haben wir gelernt, dass eine Teilfolge X,,, mit X,,, — X, P-fast sicher existiert. Mit dem
Lemma von Fatou® folgt dann

E| Xl <liminfE|X,, | < oo,

wobei der letzte Schritt wegen der gleichméfigen Beschrénktheit gilt. Dann ist also X, € £.
Ferner betrachten wir nun {X,, : n € N}. Diese Menge ist gleichmé&Big integrierbar nach Beispiel

6 Dieses findet sich im Anhang als Lemma A.3.
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2.6.2 und Lemma 2.6.3. Sei nun ¢ > 0. Mit Satz 2.6.6 folgt dann, dass es ein § > 0 gibt, so
dass (N266A2) erfiillt ist fir unsere Menge. Da X,, — X, stochastisch, existiert ein ng, so
dass fiir alle n = ng P(1X, - Xo| >¢€) <6 gilt. Fur A :={|X,, - Xo| > €} gilt mit (N266A2) dann
[ 1X,| dP < ¢ fiir alle n = ng oder n = co. Dann ist

/an—Xool dPS/ |Xn—Xoo|dP+/ 1 X7 — Xool AP
X —Xool<e

1 Xn—Xool>€
se+/ 1 X5+ | X ool AP
X5 —Xool>€

<3e.

Kommen wir zur Richtung von ii) nach i). Nach unsereren Kenntnissen aus der Wahrschein-
lichkeitstheorie geniigt es, gleichméfige Integrierbarkeit zu zeigen. Da (X,,) in #; konvergiert,
ist (X,) gleichmiBig beschrinkt. Daher zeigen wir noch (N266A2) aus Satz 2.6.6. Sei also
e>0. Da X, gleichméBig integrierbar ist, folgt die Existenz eines § > 0, so dass fiir alle A € of
mit P(A) <6 gilt, dass fA | Xool dP < €. Sei nun ng =1 mit || X,, — Xll; <€ fur alle n = ng. Fur
A € o/ mit P(A) <6 folgt dann

/an|dPs/|Xn—Xoo|dP+/|Xoo|dP
A A A

< 2e.

Da ferner {X1,...,Xn,-1} gleichm&Big integrierbar ist, existiert mit Satz 2.6.6 ein §’ > 0 mit

PA)< & = sup /IXnIdP<€.
A

n<no—1

Setzen wir nun 6" := min{8,6'}, so sind wir fertig. O

Satz 2.6.8 Majorante
Es sei (X;);e7 eine Familie von Zufallsvariablen und Y € &) mit |X;| <Y fiur allei € l.
Dann ist (X;);e7 gleichméalBig integrierbar.

Beweis: Der Beweis wird zur Ubung iiberlassen. O

Korollar 2.6.9 Majorisierte Konvergenz
Es sei X,, — X stochastisch und Y € ¥; mit |[X,,| <Y fiir alle n = 1. Dann gilt X,, — X in
%1 und EX,, — EX.

Beweis: Satz 2.6.8 zeigt, dass (X},),>1 gleichméfBig integrierbar ist. Aus Satz 2.6.7 folgt dann,
dass X € #; und X, — X in & gilt. Damit ist

IEX, -EX|<E|X, -X|—0. O
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Satz 2.6.10 Beschranktheit
Sei (X;);er eine Familie von Zufallsvariablen, ¢p: R — [0,00) messbar und lim;_.., @ = o0.
Gilt K :=sup;c; E¢o|X;| < oo, so ist (X;);er gleichméfig beschrankt.

Beweis: Sei ¢ >0 und setze M := I?{ Dann existiert ¢ > 0 mit @ > M fiir alle ¢t = ¢ und wir
erhalten
/ X; dP < — sup ¢(IX;) dP < —K =
; <— sup ; <—K-==¢.
Xilze Mxze M

Ist ¢ monoton wachsend und konvex und gilt @ — 00, so sind die Bedingungen fiir Satz 2.6.10
erfiillt. Ferner gibt es den Satz de la Vallée-Poussin: Ist (X;) gleichméBig integrierbar, so gilt

sup;.; E¢o|X;| < oo fir alle konvexen und wachsenden ¢, die zudem @ — oo erfiillen.

Korollar 2.6.11 Z,-Beschriinktheit
Ist (X;)ier € £, fiir ein p > 1 gleichméBig beschrankt, so ist (X;);c; gleichméBig integrier-
bar.

Satz 2.6.11 gilt auch fiir p = oo, nicht aber fiir p = 1.

Beweis: Wir setzen ¢(¢) := t” und wenden Satz 2.6.10 an, da E¢o|X;| = ||Xi||§- O
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2.7. Konvergenzsiatze fiir Martingale 11

Satz 2.7.1 %;-Martingalkonvergenz
Es sei (X,,),>0 ein gleichméBig integrierbares Sub-Martingal, dann existiert ein X, € £
mit X, — X, P-fast sicher und in %;.

Beweis: Da die Familie (X,),>0 gleichmafig integrierbar ist, ist sie auch gleichmafig
beschriankt in £ und es gilt sup,.(ElX,| < co. Da EX; < EX, + EX; = E|X,| gilt, folgt
EX, <oo. Mit Satz 2.5.2 folgt dann die Existenz einer Zufallsvariable X, € £ mit X,, — X
P-fast sicher. Mit Satz 2.6.7 folgt dann, dass diese Konvergenz auch in %#; gilt. O

Es gilt zu beachten, dass X, auch beziiglich ¥, := 0 (U,,>0 %) messbar ist.
Satz 2.7.2 Charakterisierung gleichmiBig integrierbarer Martingale
Sei (X,,),>0 ein Martingal. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1) (X,)n=0 ist gleichméBig integrierbar.

i1) Es existiert eine %,,-messbare Zufallsvariable X, € %1 mit X,, = E(X, | %,) fir
n=0.

ii1) (X,)n>0 konvergiert in #; gegen eine Zufallsvariable X.

Beweis: Mit Satz 2.7.1 folgt i) = iii). Fur iii) = ii) gilt wegen X,, — X, in %1, dass X € £
gilt und diese Zufallsvariable auch %,,-messbar ist. Zu zeigen ist also noch die angegebene
Identitat. Sei dazu A € &,, fiir m = n folgt wegen E(X,, | %,) = X, dann
Damit folgt

IEX,14 —-EX 14|=|EX,,14 —EX_ 14| <E|X,, — X,|— 0.

Nun wollen wir noch ii) = i), diese Richtung haben wir jedoch bereits in Satz 2.6.4 bewiesen.
[l

Satz 2.7.3 %4;-Konvergenz = P-fast sichere Konvergenz

Sei (X,,),>0 ein Sub-Martingal und X, € %; mit X,, - X, in %;. Dann gilt X,, — X,
P-fast sicher und X,, < E(X, | &,) fir alle n = 0. Wird insbesondere ein Martingal
vorausgesetzt, so gilt nach Satz 2.7.2 sogar Gleichheit.
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Beweis: Aus der #;-Konvergenz folgt sup,,.oE|X,| < co und damit auch sup,.,EX, < co.
Mit Satz 2.5.2 folgt dann die Existenz von X € ¥; mit X,, — X P-fast sicher. Dass tatsichlich
X = X gilt, ist klar. Fiir den Beweis der Abschétzung sei nun § >0 und m =n = 0. Mit dem
Satz von Markov gilt dann

PEXy|Fp) - X, <-0) = P(EX | Fn)-EXp, | F,) < -0)
_EEX o~ X | F0)l
h 0
”Xoo _Xm” m—o00
< —
)
Fir 6 — 0 erhalten wir dann die behauptete Abschéatzung. O

0.

Satz 2.7.4 Projektionsmartingale
Sei X € 4 und X, :=EX | %,) fir n = 0. Dann gilt lim X,, = E(X | ). In unser
n—oo

iblichen Notation bedeutet dies also X, = E(X | %).

Beweis: Wir wissen aus Satz 2.6.4, dass (X,,),>0 gleichméaBig integrierbar ist. Dann existiert
nach Satz 2.7.1 eine . ,-messbare Zufallsvariable X, € ¥ mit X,, — X, in ¥;. Aus Satz
2.7.3 wissen wir dann, dass diese Konvergenz auch P-fast sicher gilt. Betrachte nun die
MafBe u(A):= fAX dP und pe(A):= fA Xoo dP auf Z,. Wir wollen nun p = y, zeigen, denn
daraus folgt unmittelbar die gewiinschte Identitat. Fur A € &, gilt mit Satz 2.7.2 nun E(X |
Fn) =X, =EX | %,). Daraus folgt u = u auf &, fir alle n = 0. Da U,>0 %N ein N-stabiles
Erzeugendensystem von %, = 0 (U,>0 %) bildet, folgt damit y = o auf F. O

Als néchstes betrachten wir ein in £, gleichméfig beschrénktes Martingal (X,),>0. Dann
gilt X,, — X in %1 und P-fast sicher. Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen, ob auch
Konvergenz in £, vorliegt.

Sei (X,),=0 ein stochstischer Prozess, dann schreiben wir

X, :=supXy,
k<n
und
1 X1, :=sup|Xp|.
k<n

Wir formulieren nun folgendes Lemma, das im Wesentlichen eine Verscharfung der Unglei-
chung von Markov darstellt und iiberlassen den Beweis zur Ubung:

Lemma 2.7.5
Ist (X,,)n>0 ein Sub-Martingal und A > 0, so folgt

AP(X; =)< Ean{X,’:z/l}-

53



2 Zeitdiskrete Martingale

Lemma 2.7.6
Seien X,Y =0 Zufallsvariablen mit

AP(X =Y) <EY Loy *)
fiir alle A > 0. Dann gilt fiir p >1 und p’ := 1% die Abschitzung

1Xll, <p 1Y 1l -

Beweis: Ohne Einschrénkung sei Y € Z,. Im ersten Fall sei auch X € &,. Dann gilt
X 00
X1} =EX? =E ( / pt?! dt) =E ( / ptP M x=y dt
0 0

und mit dem Satz von Fubini-Tonelli erhalten wir

o0
:/ ptp_lEl{th} dz
0

o0
S/ ptp_2EYl{X2t} dz
0

und durch erneute Anwendung des Satzes von Fubini-Tonelli
0o X
:EY/ ptP 21 %2y dt:EY/ ptP2 dt=p'EY XP L.
0 0

Mittels der Ungleichung von Hélder gilt nun
<p'IYI, | X7, =p IV I, 1X15"

Teilen wir durch || X II§_1, so erhalten wir die gewiinschte Aussage.

Im zweiten Fall sei nun X > 0 allgemein. Dann betrachten wir X, :=X An € &£, firn >1. Wir
wollen zeigen, dass X,, die Abschéitzung (¥) erfiillt. Fir A<sngilt X, 21 XAn=21o X = A.
Daher folgt {X,, = A} = {X = A} und (¥) gilt fur X,,. Fiir 1 > n gilt {X,, = 1} = @ und daher gilt
auch hier (¥) fiir X. Damit folgt aus dem ersten Fall

1Xall, <p' 1Y,

Da X, / X gilt, folgt die gewiinschte Abschitzung mit dem Satz von Beppo Levi’. O

7 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.2.
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2.7. Konvergenzsdtze fiir Martingale 11

Satz 2.7.7 Doobsche Ungleichung
Sei (X,,),>0 ein Martingal oder ein nicht-negatives Sub-Martingal. Dann gilt:

i) Furp=1,1>0und n =0 gilt

AMP(X|,=A) <E|X,IP.

ii) Fir p >1und n =0 gilt

1Xnll, < [IX 1], <P 1Xall,-

Wir wollen zunéchst eine kurze Fassung des Satzes angeben:
) Xp,eZp, =X, €£p o
ii) 1 X, €%, =X, €%p.

Beweis: Betrachten wir zunéchst den Fall, dass X ein Martingal ist. Mit Satz 2.2.2 folgt dann,
dass (| X, |”),>0 ein Sub-Martingal ist. Der Beweis dieses Satzes funktioniert vollig analog aber
auch fir nicht-negative Sub-Martingale. Mit Lemma 2.7.5 folgt dann die Behauptung.

Im zweiten Fall ist die erste Ungleichung trivial, die zweite Ungleichung folgt aus Lemma
2.7.5und 2.7.6. O

Satz 2.7.8 Z,-Konvergenz fiir Martingale
Sei (X,),>0 ein Martingal, das fiir p > 1 gleichmé&Big £,-beschrinkt ist. Dann existiert
Xoo € Zp mit X, — X, P-fast sicher und in &Z,,.

Beweis: Mit Korollar 2.6.11 wissen wir, dass (X,,) gleichméfig integrierbar ist. Satz 2.7.2
und Satz 2.7.3 liefern dann die Existenz von X, € ¥ mit X,, —» X, P-fast sicher und in %;.
Satz 2.7.7 zeigt dann

XI5 ], <P 1Xall, < p'k < o0

fur alle n = 0 und geeignetes k. Fir X™* :=sup,,»¢1X,| gilt | X[} / X* und mit dem Satz von
Beppo Levi® folgt dann || X*|| p < p'k. Dies bedeutet aber gerade (X*)” € #;. Dann gilt |X,, —
Xool =2X™ € &L, also X, € £ Ferner gilt | X, —X | < 2P(X™)P € £1 und daher | X, - X P —
0 P-fast sicher. Mit dem Satz zur majorisierten Konvergenz folgt dann E|X,, - X > — 0. [

8 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.2.
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2.8. Optional Sampling

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, Optional Sampling fiir beliebige Stoppzeiten zu betreiben.
Dies wird jedoch nicht fiir allgemeine, sondern fiir gleichméBig integrierbare Martingale
gelten.

Sei dazu (X,),>0 ein gleichmiBig integrierbares Martingal. Dann existiert X, € % mit
X, — X4 P-fast sicher und in %;. Ferner ist X,, = E(X, | %,). Betrachte nun eine beliebige
Stoppzeit 7: Q — Ny. Fiir o € Q mit 7(w) = oo setzen wir X;(w) := X(w), ansonsten wie
gewohnt als X;(w) := X;(y)(w). Bis jetzt haben wir in Satz 2.4.3 gesehen, dass wenn 0 <7
Stoppzeiten sind und 7 beschrinkt ist, folgt, dass E(X; | %#,;) = X ist. Auf die Voraussetzung
der Beschrianktheit wollen wir nun verzichten:

Satz 2.8.1 Optional Sampling Theorem II
Sei (X,)n>0 ein gleichmiBig integrierbares Martingal und o < 7 Stoppzeiten. Dann gilt
X,,X; €% und

E(XT |g0'):Xo'-

Beweis: Zuerst wollen wir X; € #; zeigen. Da (X},),>0 gleichméafBig integrierbar ist, folgt mit
Satz 2.7.2, dass X, = E(X, | &,) fir alle n = 0 gilt. Daraus folgt | X, | < E(| Xl | %,). Firn=0
erhalten wir so

Eanll{T:n} = EE(|Xoo| | gn)l{rzn} = EIXooll{T:n}- (*)
Ferner gilt
|XT|1{TSTL} / |XT|1{T<oo} (**)
und
n n
1 X711 z<ny = Xoligopy| < ) 1 Xk 1=y (F#%)
k=0 k=0

Mit dem Satz von Beppo Levi® folgt nun

(**) .
ElX;|1g<on = lim E|X:13<n
n—oo
Gl oo
< E(X:|1=p)
k=0

) K

< Y E|lXoollipop
k=0

=E| X1z <00}
<E|X | <oco.

9 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.2.
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AuBerdem ist E|X;|1{;=c0} < E|X| und insgesamt erhalten wir E|X;| < 2E|X | < oo, also gilt
X; € &1. Analog gilt dies naturlich auch fiir X, € %;. Im zweiten Schritt zeigen wir nun
E(X; | Z%,)=X;. Dazu verwenden wir Satz 2.3.8, der zeigte, dass X; auch Z,-messbar ist. Der
Satz zeigte dies nur fiir endliche Stoppzeiten, der Beweis ist nahezu wortwortlich aber auch
auf unsere Situation hier iibertragbar. Wir wollen nun zunéichst E(X,,14) = E(X;1,4) fiir alle
A € F; zeigen. Sei dazu n = 0, dann sind n = 7 A n endliche Stoppzeiten und mit Satz 2.4.3
erhalten wir E(X,, | #;,,) = X:An. Daraus folgt

E(Xoo |gTAn):E(E(Xoo |gn)|grAn):XTAn (Q?)
Ferner gilt fur A€ &, nun An{r<n}=An{r <t An}eF;, und es folgt

EXoolAm{TSn} = E(EXoolAﬁ{TSn} | edfs‘r/\n)
= E(E(Xoo | gr/\n)lAﬂ{TSn})

Q
= EXT/\n]-Aﬂ{TSn}- (©0)

Ohne Einschrinkung sei X, = 0, sonst zerlegen wir wie iiblich X, = X — X_ und fiihren das
folgende Argument zweimal durch. Nun folgt X,, = E(X | %,) =0 und X; = 0. Mit dem Satz
von Beppo Levi'® und dem Satz von Lebesgue!! folgt wegen

Xoo]-Aﬂ{TSn} - Xoo]-Aﬂ{T<oo}
und

XT/\n lAﬂ{TSn} - XT 1An{r<oo}

daher mit Hilfe von (VQ) die folgende Identitat:

EXoolAn{TSn} = EXT/\n ]-Aﬂ{TSn} .

_’EXoolAn(‘Koo} _’EXTIAO(T<00}

Nach Definition gilt aullerdem X;1{;-c0} = Xoo = Xooliz=co}, Wir erhalten damit also nun
X:1Anfr=o0} = XoolAn{r=oo} Und insgesamt EX 14 = EX;14. Dann folgt E(X, | %;) = X; und
damit

E(XT|go):E(E(Xoo|gT)|gU):E(Xoo|90):XU- [

10 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.2.
11 Dieser findet sich im Anhang als Satz A .4.
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2 Zeitdiskrete Martingale

2.9. Anwendungen

Martingale konnen auf vielen verschiedenen Gebieten eingesetzt werden, zum Beispiel:
i) Beweis der Gesetze der gro3en Zahlen.

ii) Beweis des Satzes von Radon-Nikodym (vgl. [Klenke06, Satz 11.17]).

iii) Viele Anwendungen aus der Praxis, die nicht theoretischer Natur sind.

iv) Andere Fragen auf dem Gebiet der stochastischen Prozesse.
In diesem Abschnitt wollen wir nun ein paar Beispielanwendungen der Martingaltheorie
diskutieren.
Verzweigungsprozesse

Unser Ziel ist die Modellierung der Grof3e einer Population ohne Sex. Dazu bezeichne X, ; die
Anzahl der Nachkommen des i-ten Individuums in der n-ten Generation. Ferner setzen wir
Zo:=1lund Z,,1:= ZiZ:”I X,i, diese Grofle beschreibt dann die Anzahl der Individuen in der
(n +1)-ten Generation. Man nennt dies einen Galton-Watson-Prozess, falls gilt:

i) Die (X, ;) sind i.i. d. — das heif}t also, dass Fruchtbarkeit nicht vererbt wird.
ii) Es gilt P(X1,1 =k) = pp mit 377 /pr = 1.
iii) Es gilt M :=EX{ 1 <oound 0% = Var X 1 <oo.

iv) Es ist &, := 0{X}; : k <n,i € N}, dann ist Z,, S,-messbar und (Z,),>0 ist (F,)n=0-
adaptiert.

Wir setzen nun W,, := M "Z,,. Die Idee ist es hierbei, dass bei konstanter Nachkommenzahl M
exakt Z,, = M" gelten wiirde und der Faktor M " den Prozess daher normiert. Wir fragen uns
nun, wie sich Z,, in Abhéngigkeit von M verhalt. Ist Z,,(w) =0 fiir ein n € N, so gilt Z,,(w) =0
fir alle m = n, da eine einmal ausgestorbene Population nicht mehr wachsen kann. Auf3erdem
ist Z,(w) = 0 genau dann, wenn W,(w) = 0 ist.

58



2.9. Anwendungen

Lemma 2.9.1
W ist ein Martingal und es gilt EZ,, = M".

Beweis: Firn =0 gilt

Zn
EW, 11| F,) =M ""VE (Z XilF ) M~ VE
=1

ZI{Z k}Zan|g)

k

115

o0
=p D ZE(I{Zn:k}ZXn,i |gn) M-+ Z 1iz,-nE
k=1 i-1 k=1

00
— p— (D Z 1z, -1 B-M
k=1

=M"Z,=W,.
Dabei wurde verwendet, dass X, ; von F,, unabhéngig ist. Nun folgt insbesondere

M T"EZ,=EW,=EW,=EZ;=1. O

Satz 2.9.2
Es existiert W, := r}l_pélo W, P-fast sicher. Falls Var X 1 €(0,00) gilt (also keine konstante

Nachkommenschaft vorliegt), folgt aus M <1, dass EW,, = 0 ist und fir M > 1 folgt, dass
EW, =1 ist.

Mit anderen Worten sagt der zweite Teil des Satzes aus, dass die Population genau dann nicht
ausstirbt, wenn M > 1 ist.

Beweis: Da W, =0 fiir alle n = 0 gilt, folgt mit Korollar 2.5.3, dass W, = lim,,_.o, W,, existiert.
Wir betrachten nun zunéchst M <1, dann ist EZ,, = M™ — 0 und wegen Z,, = 0 folgt Z,, — 0 in
1. Mit der Markov-Ungleichung erhalten wir dann P(Z, >0) =P (Z, > ) — 0. Damit folgt
wegen {Z, =0}c{Z,,=0}firm=n

P(U{Zn :O}) :r}im P(Z,=0)=1.
n=1 oo
Sei nun w € Uy~ ,{Z, = 0}. Dann existiert ein n, so dass fiir alle m > n mit 0 = Z,,(w) folgt, dass

0=W,,(w) ist. Also ist W(w) = 0 P-fast sicher und damit W, = 0 P-fast sicher.

Wir betrachten nun den Fall M =1, dann ist Z = W und damit W, (w) € N fiir alle v und n.
Diese Eigenschaft gilt dann P-fast sicher auch fir W.,. Fur k£ = 0 setzen wir Ay, := {W,, = k}.
Wir wollen zeigen, dass P(Ap) = 0 fiir alle & = 1 gilt, da dann P(A() = 1 folgt. Dazu fithren
wir einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass ein £ = 1 mit P(Aj) > 0 existiert. Ferner
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2 Zeitdiskrete Martingale

setzen wir B,, := ﬂle{Xn,i =0}. DaEX;1=1und VarX; 1 > 0 gilt, folgt P(X11=0)=:v>0.Da
die X; unabhéngig sind, folgt nun P(B,,) = v* > 0. Wir erhalten > 1 P(B,) =00 und mit dem
Satz von Borel-Cantelli'? damit, dass P(limsupB,,) = 1 gilt. Dann folgt P(A;, NnlimsupB,) >0
und ferner ist Z,, = W,, — W, P-fast sicher, daher folgt

P({limZ, =Wy }nA,nlimsupB,) > 0.

Dann existiert also w € Q mit Z,(w) —» Woo(w), w € Ay, und w € limsupB,,. Nun folgt aber, dass
es ein ng € N gibt, so dass Z,(w) = k fiir alle n = ng gilt. Aus der Definition der Z,, wissen wir
dann, dass & = ZleXn,i(w) fir alle n = ng und

k k
welimsupB, =\ U N &Xni=0c U {Xn,i=0}

I=z1m=li=1 m=ngyi=1

gilt, das heilt es existiert m = ny mit X,, ;(w) =0 fiir alle m =2 np und i = 1,...,k. Dann folgt
aber

k
k= Z X i(w)=0,
i=1
was im Widerspruch zu unserer Voraussetzung steht.

Wir kommen nun zum letzten Fall und betrachten M > 1. Es gilt EZ,,_; = M~ ! und die Familie
Zn-1,Xn-11,Xn-12,... ist unabhéngig. Wie man leicht zeigen kann, gilt

Zn-1
Vaan =Var Z Xn—l,i = (EXl,l)Z Vaan_l +EZn_1 Vaer,l
i=1

=M?VarZ,_1+M" 152
Ferner kann man durch Nachrechnen zeigen, dass
VarW, = M 2"VarZ, = VarW,,_; + M~ "*Dg?

gilt. Aulerdem ist Var Wy = Var Zy = 0 und mittels vollstéandiger Induktion kann man

n+l M
VarW, =02 M *<o?—— <o
k:2 M_l

fir alle n = 1 zeigen. Insgesamt erhalten wir damit, dass (W},),>¢ gleichmafBlig %»-beschrankt
ist. Dann folgt, dass W,, — W, in % und damit auch in #; gilt. Wir erhalten nun 1 =EZ, =
EWy=EEW | %)) =EW,. O

12 Dieser findet sich im Anhang als Satz A.5.
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Markovketten

Markovketten sind stochastische Prozesse, deren Zukunft nur von der Gegenwart
und nicht von der Vergangenheit abhéngt. Erstmals wurden solche Prozesse 1906 —
1908 von Andrej Markov bei der Untersuchung von Verallgemeinerungen des starken
Gesetzes der grolen Zahlen betrachtet. Markovketten spielen in der Praxis eine
grofle Rolle.

3.1. Definitionen, Beispiele und einfache Eigenschaften

Im Folgenden sei (X},),>0 ein stochastischer Prozess mit Werten in einer hochsten abzihlbaren
Menge S. Auf S betrachten wir die o-Algebra Z2(S). Ferner sei % die von (X,,),>0 induzierte,
natiirliche Filtration. Wir erinnern uns daran, dass gilt:

PXecA|B)=E(1y0X|B)

Definition 3.1.1 Markovkette
Ein stochastischer Prozess (X},),>0 hei3t Markovkette genau dann, wenn fiir alle A c S
und alle n = 0 die Identitit

P(X,+1€A1Xy,...,X)=PX,11€A|X,)

gilt. Das Bildma@} Px, heiflt dann Startverteilung.

o Hierbei verwenden wir die tibliche Schreibweise P(A | X;,) := P(A |

Die unmittelbare Zukunft von Markovketten hiangt also lediglich von ihrem Zustand in der
Gegenwart ab.
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3 Markovketten

Lemma 3.1.2
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) Der Prozess (X;,),>0 ist eine Markovkette.

ii) Faralle AcS,n=0und ig,...,i, €S gilt

PX,1€A|1X0=1i0,...,.Xn=1n)=PXp11€A| X, =iy).

An dieser Stelle wollen wir die Konvention festlegen, dass wir immer, wenn wir von ,,P( | B)
fiir alle B mit der Eigenschaft ...“ sprechen, implizit meinen, dass dies fiir alle B mit der
Eigenschaft aus Lemma 3.1.2 und P(B) > 0 gelten soll. Insbesondere gilt dies auch, wenn wir
von fir alle ig,...,i, €S gilt ... “ sprechen.

Beweis: Wir setzen B; :={X; =i;} und B := ﬂ;.‘:OBJ-. Nehmen wir P(B) > 0 an, so folgt
P(B;)>0. Im Abschnitt 1.5 haben wir bei der heuristischen Herangehensweise fiir bedingte
Erwartungen gezeigt, dass P-fast sicher

PX,11€A1F)w)=P(X,4+1€A|B) firweB
gilt. Analog gilt
PX,;11€A| X)(w)=P(X,+1€A|B,) fiir w € B,,.

Fiir i) = ii) gilt wegen P(B) > 0, dass es ein w € B mit den obigen Formeln geben muss. Fiir
ii) = 1) gilt, dass ({X¢ = ig,..., X, =1n}i,,...i,es eine abzdhlbare Partition von (2 ist. Auf jeder
Partitionszelle B mit P(B) > 0 gilt nach obigen Uberlegungen und ii)

P-Afs.

ii BcB
P(X,1€A|F) 5 PX,.1cAIBY2P(X,. 1cA|B,)" 2

"P(Xni1€A|X5).

Vereinigen wir diese Partitionszellen, so erhalten wir die Behauptung. O

Korollar 3.1.3
Es sei (X,,),>0 eine Markovkette, dann gilt fiir alle n =0 und iy,...,i, €S

P(Xo=10,...,Xn=1,)=PXo=10)-PX1=111X0=1i0)... . P(X,, =1, | Xp—1=1p-1).

Beweis: Mit Lemma 3.1.2 gilt

P(XOZL(),--7Xn:ln):P(Xn:ln |Xn—1:in_l,...,XO:iO)'P(Xn_l:in_17...,XO:iO)
=PXp,=ip|Xp-1=ip-1) - PXp_1=1p-1,...,X0 =i0).

Fihrt man dieses Argument induktiv fort, so erhalten wir die Aussage des Korollars. O
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Die Wahrscheinlichkeit des Verhaltens des Pfades bis zur Zeit n ist also gleich dem Produkt
der Startverteilung und den Ubergangswahrscheinlichkeiten P(X jr1=1j1 1 Xj=1;).

Satz 3.1.4 Chapman-Kolmogorov
Sei (X,,),>0 eine Markovkette und 2 < m <n, dann gilt fir i,j € S

p(Xn:j|Xk:i):ZP(Xn:lem:l)-P(Xm:lIXk:i).
leS
Beweis: Esist

PXp=j,Xp=)=Y PXp=j,Xm=01,Xp=1)

leS
=) PXp=i,Xn=0-PX,=j1Xp=0,Xm =10
leS
=Y PXp=i,Xn=0)-PX,=j1Xn=1.
leS
Teilt man durch P(X}, = i), so erhilt man die gewiinschte Identitét. O

Beispiel 3.1.5 Summen unabhdngiger Zufallsvariablen
Seien X¢,Y1,Y9,... unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in Z%. Wir setzen

n
X,=Xo+Y Y,
1=1

und erhalten dadurch die Markovkette (X,),>0. //

Beispiel 3.1.6  Simples stochastisches Wettermodell
Wir nehmen an, dass es drei Wetterzustande gibt:

i) Ein verregnetes Wetter kodieren wir mit 1.
i1) Ist es bewolkt, so kodieren wir dies mit 2.
iii) Einen sonnigen Tag kodieren wir mit 3.

Ferner sei eine Matrix (p;, j)?jzl von Ubergangswahrscheinlichkeiten »Pi,;j = P(Morgen j |
Heute i)“ gegeben. Beispielsweise konnte diese Matrix in Los Alamos und Bremen wie in
Abbildung 3.1 gegeben sein. Dieses Beispiel wird in den Ubungen ausfiihrlich behandelt. //
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\ 1 2 3 1 2 3
11]0.001 0.0499 0.95 1]0.95 0.04 0.01
210.001 0.001 0.998 2 08 0.19 0.01
30.001 0.002 0.997 3| 08 0.18 0.02

Abbildung 3.1.: Exemplarische Ubergangsmatrizen des Wettermodells fiir Los Alamos (links)
und Bremen (rechts).

Beispiel 3.1.7 Einfaches Warteschlangenmodell

Seien n =0,1,... Zeitpunkte, zu denen ein Skilift einen Skifahrer mitnehmen kann. Zwischen
den Zeitpunkten n und n + 1 kommen Y, neue Skifahrer an den Lift. Die Linge der Warte-
schlange am Lift sei (X},),>0, dann gilt Xy = 0 und X,, = max{0,X,_1—1}+Y,_1. Sind die Y;
unabhiingig, so ist (X,),>0 eine Markovkette. |

Beispiel 3.1.8 Stepping Stone Model
Es seien k£ = 2 Farben und eine (m x m)-Matrix (ai,j);"jzl mit a; j €{1,...,k} fiur alle { und j

gegeben. Ist S die Menge aller solchen Matrizen, so ist |S| = k’"2 die Grof3e wichst also sehr
schnell. Nun zum Ubergang von n nach n + 1: Fir a(") wéahlen wir zufillig einen der acht
Nachbarn, wobei das Quadrat als Torusoberflache gedeutet wird. Diesen Nachbarn wollen wir

a(f? nennen und setzen a(";l) = a(~n~) Dies fithren wir fiir alle i, j durch und erhalten so eine

Markovkette. Jetzt kann man untersuchen was fiir n — oo passiert. //

Dabei ist in den Beispielen 3.1.6 und 3.1.8 eigentlich unklar, ob es zu gegebenen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten wirklich eine Markovkette gibt. Dies wollen wir im néchsten Abschnitt
aber zeigen.
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3.2. Homogene Markovketten

Bisher kann die Ubergangswahrscheinlichkeit P(X,,+1 € A | X,, = i) noch von n abhingen.
Diese Abhéngigkeit wollen wir bei homogenen Markovketten verbieten.

Definition 3.2.1 Homogene Markovkette

Eine Markovkette (X,),>0 heillt homogen genau dann, wenn P(X,,,1 =Jj | X, =1) =
P(X1=j|Xo=1) fir alle n = 0 und alle i,j € S gilt. In diesem Fall setzen wir die
Ubergangswahrscheinlichkeit pij:=PX1=j|Xo=1) und a; := P(Xo = i). Dann ist
P:=(pij)i jes die Ubergangsmatrix und a :=(a;);cg die Startverteilung.

Homogene Markovketten lassen sich gut mit Graphen veranschaulichen. Ein Beispiel wird in
Abbildung 3.2 gegeben. Pfeile bedeuten hierbei echt positive Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Abbildung 3.2.: Darstellung einer homogenen Markovkette. Das Vorhandensein eines Pfeiles
symbolisiert eine positive Ubergangswahrscheinlichkeit.

Lemma 3.2.2 Stochastische Matrix
Ist (X,)n>0 eine homogene Markovkette, so ist P = (p; ;); jes eine stochastische Matrix,
das heiBlt es gilt

i) p;j=0firallei,jeSs.

ii) Zpi,j =1firalleieS.
JjeS
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Lemma 3.2.3 Chapman-Kolmogorov II
Ist (X,,),=0 eine homogene Markovkette mit der Ubergangsmatrix P und der Startvertei-
lung a, so gilt

PXpim = j1 X0 =i)=p{",
wobei P = (p ), jes die m-te Potenz von P ist. Insbesondere ist p(l) =p;,; und
= o7n)
Ferner gilt

P(Xy=j)=(P™a);= Y a;p{?.
ieS

Beweis: Wir fithren eine Induktion iiber m fiir n = 0 durch. Dies gentigt, da die Markovkette
homogen ist. Fiir m =1 ist die Aussage offensichtlich, dann ist

PXpni1=jlXo=1)=) PXms1=71Xpn=0DPXp=11Xo=1)
leS

— Z pl’Jp(m)
leS

Ferner gilt mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit!

PXpm=j)=) PXpn=jlXo=dPXo=i)=) p{a. O
1eS 1eS

Wahrscheinlichkeiten von homogenen Markovketten lassen sich also durch Matrixmultipli-
kationen berechnen. Fiir nicht-homogene Markovketten wird diese Potenz zu einem Produkt
verschiedener Matrizen. Bis jetzt haben wir also homogene Markovketten vorgegeben und
gewinnen daraus P und a. Wir wollen uns nun fragen, ob wir umgekehrt aus gegebenen P
und a auch eine Markovketten erhalten. Dies bejahen wir in folgendem Satz:

Satz 3.2.4

Ist P eine stochastische Matrix iiber S und a = («;);es mit a; = 0 fiir alle i € S und
Yies @; =1, so existiert eine S-wertige Markovkette (X,),>0 mit P(X1=j|Xo=1)=p; ;
fir allei,j€S und P(Xg=1i)=a; firallei € S.

Beweis: Der Beweis wird hier nicht gefiihrt, findet sich aber in [Meintrup04, Satz A.11]. O

1 Diese findet sich im Anhang unter Satz A.1.
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Insbesondere existieren also die Markovketten aus Beispiel 3.1.6 und Beispiel 3.1.8.

Beispiel 3.2.5 Eindimensionale Irrfahrt

Es sei (Y, )p>o mit P(Y,,=1)=:p>0,P(Y,=-1)=1-p=:q >0 und (Y,),>0 sei unabhingig.
Dann setzen wir X, :=Y." | Y;. In Beispiel 3.1.5 haben wir bereits gesehen, dass dies eine
Markovkette ist. AuBBerdem kann man leicht sehen, dass sie homogen ist. Fir i € Z gilt

pi,i+1:P(Xn+1:i+1|Xn:i):p

und

pi,i—IZP(Xn+1 :l—lan = L): ]_—p
Damit ist also p; ;=0 fiir i € S und j ¢ {i £ 1}. AuBerdem ist a; =p, a_1=1-p und a; =0 fiir
alle anderen ;.

Eine Variante ist die Irrfahrt mit absorbierendem Rand, dann ist S = {-1,...,N}. Es gilt
pij+1=pund p;; 1=1-p,falls -1<i <N ist,sowie p_;-1=1lund pyny=1. )

Beispiel 3.2.6 Galton-Watson-Prozess
Der im Abschnitt 2.9 betrachtete Galton-Watson-Prozess ist ebenfalls eine homogene Markov-
kette. //

Definition 3.2.7 Absorbierender Zustand
Ein Zustand i € S hei3t absorbierend genau dann, wenn p; ; = 1 gilt.
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3.3. Die starke Markoveigenschaft

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Untersuchungen der Zukunft im Vergleich zur Gegen-
wart oder Vergangenheit anstellen.

Lemma 3.3.1

Es seien A,B,C; c Q2 messbar fiir i € I, wobei I eine abzdhlbare Indexmenge ist. Ferner
seien die (C;);c; paarweise disjunkt und es existiere ein p € (0,1] mit P(A|BnC;)=p
fiir alle i € I. Dann gilt fir C := ;1 C;

P(A|BNC)=p.

Beweis: Es gilt
pPBNC)= ZpP(B NnC;)= ZP(A |IBNC;)P(BNC;)= ZP(A NBNnC;)=P(AnBNnC)
el el el

=P(A|BnC)P(BNnCQC). O

Satz 3.3.2 Markoveigenschaft
Sei (X,,),>0 eine (homogene) Markovkette, dann gilt fuirO<n<m, i, €S,V < S” und
Z < S™" die Identitat

P(Xn41,...,Xn)€eZ | Xy =1p,X0,...,Xn-1)EV)=P(X,41,...,.Xm)EZ | X, =i,).

Eine beliebige Zukunft Z héngt also nur von der Gegenwart i, ab, nicht jedoch von der
Vergangenheit V. Es ist jedoch essentiell, dass die Gegenwart nur durch einen einzigen
Zustand beschrieben wird — ,X,, = i,“ darf also nicht durch ,X,, € G ersetzt werden.

Beweis: Wegen der o-Additivitiat gentigt es, Z = {(i;,+1,...,i,)} zu betrachten. Seien nun
i0,...,in—1 €S, dann gilt

. . . m-1__ ...
P(Xo=10,...,Xm =1m) 3.1.3 %io [I7Zy pijij

— _ 3 1 .
P(Xo=10,...,Xn=1n) aiOH?ZO Pijlj+1

P(X,+41,...,Xn)€eZ | Xy, =1,,...,X0=10)=

m—1
=[] pijij+1,
J=n
also ist dieser Ausdruck von ig,...,i,-1 unabhéngig. Da sich {(Xy,...,X,-1) € V} disjunkt
in {X¢ =1ig,...,Xn-1 =i,-1} und analog auch {(Xy,...,X,_1) € S™} zerlegen lassen, folgt die
Behauptung mit Lemma 3.3.1. O

68



3.3. Die starke Markoveigenschaft

Korollar 3.3.3
Sei (X,,)n=0 eine homogene Markovkette und Z c Q7> 22(S). Firie Sund Ve S il
dann

P(Xp+1,Xn42,..) €21 X, =1p,(Xo,...,X,)€V)=P(X1,X9,...)€Z| X =ip).

Beweis: Der Beweis verwendet Homogenitidt und wird wie im Beweis von Satz 3.3.2 auf
einem N-stabilen Erzeugendensystem durchgefiihrt. O

Die bedingte Zukunft einer homogenen Markovkette unterscheidet sich also nicht von der
bedingten Zukunft einer neu gestarteten homogenen Markovkette.

Satz 3.3.4 Starke Markoveigenschaft L
Es sei (X;,),>0 eine homogene Markovkette und 7: 2 — Ny eine Stoppzeit mit P(7 < oo) =
1. Dann gilt fiir jedes V € #;, Z € 77, 22(S) und i € S die Eigenschaft

P(X;41,X742,..0€Z| X, =i,V)=P((X1,Xo,..)€Z | X0 = i).

Satz 3.3.4 sagt also, dass die Zukunft X; =i das selbe wie das Verhalten nach der Zeit O ist.
Man spricht an dieser Stelle auch von einer ,Wiedergeburt®.

Beweis: Es geniigt, eine Zukunft der Form Z = {i} x... x {i,} xS x ... zu betrachten, da
diese ein N-stabiles Erzeugendensystem von @72 2(S) bilden. Ferner iiberlegen wir uns fiir
disjunkte C;
P(AnC;nB) _ ZP(Ci NB)P(AnC;nB)

PB) 4 P®B  PEC;nB)

P(AnC|B)=) P(AnC;|B)=)

1

=Y P(C;|B)P(A|BNC)).

Mit C =UC; fir C; = {r =i} gilt dann C = Q und wir erhalten

P(:XT+1 =i1,.., Xr4m = i@lg{T = l,‘{)

=:ArﬁC =:B
o)
= ZP(T =l X;=1,V)PXis1=11,..,. Xeem =im | X; =1, V,1=1)
=0
00
= ZP(T =l X;=1,V)PXj;1=11,..,. Xjem=im | X;=1,V,1=1)
=0

3.3.3

18

Pa=1l1X:=i,V)PX1=i1,....Xm=1im | Xo=1).

/ von [ unabhingig

( ~
1l

0
—P(QIX,=i,V)=1
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Dies ist aber gerade die Behauptung.
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3.4. Klassifikation von Zustinden

Wir wollen nun ein Beispiel diskutieren, um verschiedene Arten von Zustédnden kennenzuler-
nen. Dazu betrachten wir die homogene Markovkette, die in Abbildung 3.3 dargestellt wird.
Wir sehen, dass wir von Zustand 3 aus in jeden anderen Zustand gelangen konnen, dieser die
Kette aber in zwei Gebiete aufteilt, zwischen denen man nie wieder wechseln kann. Zwischen
Zustand 1 und Zustand 2 kénnen wir beliebig oft wechseln und zwischen den Zustanden 4, 5
und 6 gibt es eine Art ,Kreisverkehr®.

Abbildung 3.3.: Beispiel einer Markovkette mit verschiedenen Typen von Zustéinden.

Definition 3.4.1 Erreichbarkeit, Kommunizierend
Sei (X )0 eine homogene Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung a.
Fur i,j € S sagen wir,

i) dass j von i aus erreichbar ist und schreiben i — j genau dann, wenn ein m = 0 mit

pg”}) > 0 existiert.

ii) dass i und j kommunizieren und schreiben i — j genau dann, wenn i — jund j — i
gilt.

Wir erinnern uns daran, dass wir p(i(]).) =0;; definiert haben und daher i < j fiir alle i € S gilt.
Ferner ist i — j genau dann, wenn es einen Pfad von i nach j gibt. Dies ist im Wesentlichen
die Aussage von Chapman-Kolmogorov (vergleiche Satz 3.1.4). Die Aquivalenzrelation ,,—*“
beschreibt die sog. starken Zusammenhangskomponenten des Graphen, wenn man die Kan-
ten (i,7) hinzufiigt. Die zugehorigen Aquivalenzklassen heilen Kommunikationsklassen. Im
Beispiel aus Abbildung 3.3 wiren dies {1,2}, {3} und {4,5, 6}.

Ist C eine Kommunikationsklasse und sind i,j € C, so existiert ein Pfad in C, der von i nach
j fiithrt. Fir den Beweis nehmen wir an, dass es i, j € C gibt, so dass jeder Pfad von i nach j
durch ein [ € S \ C verlauft. Solch einen Pfad mit / ¢ C wollen wir nun fixieren, dann gilt i — [
und / — j — i. Damit gilt aber i — [ und daher [ € C, was einen Widerspruch darstellt.
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Unser nachstes Ziel ist die Beschreibung von Zustandsmengen, aus denen wir nicht wieder
herauskommen koénnen. Dazu fithren wir den folgenden Begriff ein:

Definition 3.4.2 Abgeschlossene Menge
Es sei (X,),=0 eine homogene Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung
a. Eine Menge A c S heil3t abgeschlossen genau dann, wenn gilt

Zpij=1 fir allez € A.
JEA

Mit anderen Worten existiert also kein j ¢ A mit p;; > 0. Im Beispiel aus Abbildung 3.3 wiren
{1,2}, {4,5,6} oder auch {1,2,4,5,6} und S selbst abgeschlossene Mengen.

Definition 3.4.3 Irreduzibilitat

Es sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette. Eine Menge A c S heif3t irreduzibel genau
dann, wenn i < j fiir alle i, € A gilt. Ferner nennen wir die Markovkette (X,) selbst
irreduzibel genau dann, wenn S irreduzibel ist.

Aus der Irreduzibilitiat folgt im Allgemeinen nicht die Abgeschlossenheit. Dazu kann man
Zustand 3 in Abbildung 3.3 betrachten. Ist S irreduzibel, so ist eine Kommunikationsklasse
namensgebend. Die grofite irreduzible Menge, die ein i € S enthailt, ist dessen Kommunikati-
onsklasse. Im Allgemeinen sind Kommunikationsklassen aber nicht abgeschlossen.

Wir sind nun an der Wahrscheinlichkeit dafiir interessiert, dass man in endlicher Zeit von
i nach j gelangen kann. Die Wahrscheinlichkeit, nach genau m Schritten von i nach j zu
gelangen, haben wir mit p(LT ) bezeichnet.

Fiir j € S definieren wir die Riickkehrzeit

7,:=infln>1:X, = j}.
Fiir diese Stoppzeit gilt 7; = 1, insbesondere gilt also Xo(w) = j # 7;(w) = 0. Fiir i, j € S setzen
wir nun

pij=P(1j<oo|Xg=1).

Daher beschreibt p; ; gerade die Wahrscheinlichkeit dafiir, in endlicher Zeit zu j zu gelangen,
wenn man in i startet. Insbesondere ist p; ; gerade die Riickkehrwahrscheinlichkeit. Gelangen
wir sicher in endlicher Zeit von i nach i, ist also p;; = 1, so liegt aufgrund der starken
Markoveigenschaft die Vermutung nahe, dass i unendlich oft besucht wird. Wir werden sehen,
dass i nur endlich oft besucht wird, wenn p; ; <1 ist.

Definition 3.4.4 Transienz, Rekurrenz
Es sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette. Ein Zustand i € S heifit dann

i) transient genau dann, wenn p; ; <1 ist.
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ii) rekurrent genau dann, wenn p; ; = 1 ist.

iii) positiv rekurrent genau dann, wenn der Zustand rekurrent ist und zusitzlich
E(r; | Xo=1) < oo gilt.

iv) nullrekurrent genau dann, wenn der Zustand rekurrent ist und E(z; | Xg =1i) =00
gilt.

Jeder Zustand i € S ist offenbar entweder transient oder rekurrent. Aulerdem ist jeder
rekurrente Zustand entweder positiv rekurrent oder nullrekurrent. Fiir i € S setzen wir nun

Ni:= ) 1ix,-3
n=0
fiir die Anzahl der Besuche in i. Dann gilt E(N; | Xo=1) =3} P(X, =i|Xo=1)= Z‘,’L":Op(i'il)
fur die erwarteten Besuche in i. Ferner betrachten wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
X, =1 unendlich oft eintritt. Diese ist gegeben durch
P(N; =00|Xo=1)=P(limsup{X, =i} | Xo=1).

Wir erwarten nun, dass diese Groflen fiir transiente und (positive bzw. null-)rekurrente
Zustande unterschiedlich sind.

Satz 3.4.5
Sei (X,),>0 eine homogene Markovkette und i € S.

i) Ist i rekurrent, so gilt P(N; =oco| Xo=i)=1und EWV; | Xo =)= Y2, p" = co.

ii) Ist i transient, so gilt P(N; = 00| Xo = i) =0 und E(N; | Xo = 1) = 02, P{? = 1=~ <
Q.

Beweis: Wir betrachten die letzte Besuchszeit, die gegeben ist durch
L;: Q—No,
Li(w):=sup{n=0:X,(w) =1}
Es gilt zu beachten, dass L; keine Stoppzeit definiert, da die Zukunft X,,(w) #i fur m > n

beschrieben wird. Ist Xo(w) =i, so folgt {n =0: X ,,(w) =i} # @ und L;(w) = 0. Als Vorbemerkung
fithren wir folgende Rechnung an:

P(AnCnB) P(ANnCnB) P(BNnC(C)
P(B) _ PBnC) P®B
Damit erhalten wir fiir n =0
PlL;=n|Xy=1) = PX,=iund X,, ZiVysn | Xo=1)
= PX,,ZiVpon | Xp=iund Xog=1)-P(X,, =1 | Xp=1)
3.3.

P(AnC|B)= =P(A|BnC)-P(C|B).

SPXn #iV¥ms0|X0=1)-PXp=i|Xo=1)
= (1-p;p\. (*)

124
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Summieren wir iiber diesen Ausdruck, so erhalten wir
P(L;<oo|Xo=1)=(1-p;;) Zp““

=(1- Pi,i)E(Ni | Xo=1).
Ferner besucht (X)) den Zustand i genau dann unendlich oft, wenn L; = oo ist. Damit folgt
P(Li<0|Xp=1i)=1-P(N;=00|Xo=1). (%%)
Setzen wir dies zusammen, so erhalten wir
(1-p;)EWN; | Xg=1)=1-P(N; =00| Xo =1). (%)

Ist i rekursiv, so gilt per Definition p; ; = 1. Wegen (*) folgt damit P(L; =n | X =1i) =0 fiir alle
n =0 und damit P(L; <oo| Xg=1)=0. Aus (**) folgt dann, dass P(N; = oo | X9 =1) =1 gilt. Mit
dem Lemma von Borel-Cantelli? folgt dann

o0
EWN; | Xo=1)= ZP(Xn:iIXO:i):oo
n=1
Ist i hingegen transient, so gilt p; ; <1 und mit (***) folgt daher
1-P(N;=0c0|Xy=1)
< oo
1-pi,
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt dann wiederum P(N; = oo | X = i) = 0 und mit (¥*%)
schliefllich

EWN; | Xo=1)=

E(NiIXo:i):1 O

Pi,i

Satz 3.4.6 Abhangigkeit von Kommunikationsklassen
Es sei (X;,)n>0 eine homogene Markovkette und i, € S mit i — j. Dann gilt:

i) i ist rekurrent genau dann, wenn j rekurrent ist.

ii) i ist transient genau dann, wenn j transient ist.

Beweis: Da jeder Zustand entweder transient oder rekurrent ist, miissen wir lediglich die
erste Aussage beweisen. Da diese zudem symmetrisch in i und ; ist, geniigt es, nur eine
Implikation zu beweisen. Sei daher i transient. Dann folgt wegen der kommunizierenden
Eigenschaft, dass es k,m = 0 mit p(k) > 0 und p(m) > 0 gibt. Dann gilt mit dem Satz von

(k+1+m) () (D)

Chapman-Kolmogorov aber p_; =2p;ip;; p(m) fir alle [ = 0. Summieren wir iiber [, so

erhalten wir

o0

(l) (k+l+m)
Zp > p! 0o,
= p(k)p(m)

da i nach Voraussetzung transient war. Damit ist j nicht rekurrent und daher transient. [

2 Dieses findet sich im Anhang unter Lemma A.5.
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Satz 3.4.6 garantiert die Wohldefiniertheit der folgenden Sprechweise: Wir sagen, dass eine
Kommunikationsklasse A rekurrent bzw. transient heif3t, wenn es einen rekurrenten bzw.
transienten Zustand i € A gibt, da dies dann auch fiir alle anderen Zustidnde in A gilt.

Satz 3.4.7 Abgeschlossenheit von Kommunikationsklassen
Es sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette und R c S eine rekurrente Kommunikations-
klasse. Dann ist R abgeschlossen im Sinne von Definition 3.4.2.

Beweis: Wir nehmen an, dass R nicht abgeschlossen ist. Dann existieren i € R, j ¢ R und
m =0 mit P(X,, =j|Xo=1i)>0. Da R eine Kommunikationsklasse ist, in der j nicht enthalten
ist, gilt aullerdem P(X, =i und X,, = j| Xo = i) = 0 fiir alle n > m. Dann folgt auch P(X,, =
i unendlich oft und X,, = j | Xog =i) = 0. Wir erhalten

P(X, =ioooft| Xg=1i)<P(X,=ioco-oftund X,, =j | Xo=1)+P(X,, Zj | Xo=1)
<0+(1-PX,=))
<1.

Mit Satz 3.4.5 folgt dann, dass ¢ nicht rekurrent ist. Nach Satz 3.4.6 stellt dies jedoch einen
Widerspruch dar. O

Satz 3.4.8 Zerlegung des Zustandsraumes
Es sei (X},,),>0 eine homogene Markovkette. Dann lasst sich der Zustandsraum zerlegen
in

S=Tu|JR;,
lel

wobei T' die Menge der transienten Zustiande, L eine hochstens abziahlbare Indexmenge
und R; fiir jedes [ € L eine irreduzibele, abgeschlossene und rekurrente Kommunikati-
onsklasse ist.

Beweis: Seien (Cp)rcx die Kommunikationsklassen, dann ist S = Upcg C}, eine paarweise
disjunkte Vereinigung, wobei K hochstens abzéhlbar ist, da auch S hiochstens abzéhlbar ist.
Wir setzen nun T als die Vereinigung tiber die transienten Cj. Dann gilt

S=T u |JCp.

keK
C}, rekurrent

Mit Satz 3.4.7 ist jede rekurrente Kommunikationsklasse aber auch abgeschlossen. Da Kom-
munikationsklassen zudem nach Definition irreduzibel sind, folgt die Behauptung. O
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R,

Abbildung 3.4.: Zerlegung des Beispiels aus Abbildung 3.3 geméal} Satz 3.4.8.

Eine Menge A c S ist abgeschlossen, wenn kein Pfad A verldsst und irreduzibel, wenn es fiir
jedes i € A einen Pfad zu jedem j € A gibt. Ist A endlich, abgeschlossen und irreduzibel, so
wiirden wir erwarten, dass jeder Zustand haufig besucht wird.

Satz 3.4.9 Rekurrenz endlicher, irreduzibler Markovketten
Sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette und A c S endlich, abgeschlossen und irreduzi-
bel. Dann ist A positiv rekurrent.

Insbesondere sind also auch endliche, irreduzible und abgeschlossene Markovketten bereits
positiv rekurrent.

Beweis: Esseii€ A, dann gilt i < j fiir alle j € A und daher existiert fiir alle j € A ein &;
mit P(1; <k; | Xo=j)>0. Da A endlich ist, kénnen wir das Maximum % :=max{k;:j€ A} <oo
wéahlen. Nun sei

e:=P(r;<k|Xy=j)>0. (*)

Wir wollen zeigen, dass P(1; > nk | Xy = j) = (1 —¢)" ist und fithren hierfiir eine vollstindige
Induktion durch. Der Induktionsanfang ist bereits in (*) gegeben. Fiir den Induktionsschritt
beachten wir nun, dass 7; < k genau dann gilt, wenn X, ,; =7 ist. Dann gilt

P@a;>(n+Dk|Xo=j)=PXa+r Z1 1 X0 =J)

= Z P(Xri/\(n+1)k # inTi/\nk =11 Xo=))
i1#£l€eA

= Z P(Xri/\(n+1)k Z1i |XTL-/\nk =1,Xp :j)P(XTi/\nk =11Xo :J)
i#leA
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Wir wenden auf den ersten Faktor die starke Markoveigenschaft und (*) an und erhalten

=(1-8) Y PXrane=11Xo=))

1#leA
=(1-e)1-¢)"
— (1 _ €)n+1.

Mit einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und dem Integral-Vergleichskriterium
folgt dann
E(7; |X0=i)=/ P(r;zt|Xo=1i)dt=
0

o0
ZP(Ti >n|Xog=1)
n=0

o0
<k ) P(t;>nk|Xo=1)
n=0

< 0. O

Korollar 3.4.10
Sei (X,,)n>0 eine homogene Markovkette und A c S eine endliche Kommunikationsklasse.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) A ist abgeschlossen.
ii) A ist rekurrent.

iii) A ist positiv rekurrent.

Beweis: Fir i) = iii) folgt, nach Satz 3.4.9, dass A irreduzibel ist, da A nach Voraussetzung
eine Kommunikationsklasse ist. Der Schritt iii) = ii) ist offensichtlich und ii) = i) folgt
schlieBlich aus Satz 3.4.7. O

Wir konnen zusammenfassend also sagen, dass wir endliche Kommunikationsklassen be-
zuglich der Rekurrenz gut verstehen. Die nichste Frage ware also, wie es mit unendlichen
Kommunikationsklassen aussieht. Hier lassen sich solche Aussagen nicht treffen, wie wir im
folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel 3.4.11 Irrfahrt auf Z

Sei (Y;)n>0 1.1.d. mit P(Y, =1)=: p €(0,1) und P(Y,, = —1) = 1 — p. Dann setzen wir X,, :=
Y7 oYy und in Beispiel 3.2.5 haben wir bereits gesehen, dass dies eine homogene Markovkette
mit p; ;4,1 =pund p;;_1 =1-p fir i € Zund p; ; = 0 sonst ist. Dass (X},) irreduzibel ist, ist
klar, da i < i + 1 fiir alle Zusténde i € Z gilt. Aullerdem gilt X, = 0 P-fast sicher und es geniigt,
die Rekurrenz in i = 0 zu untersuchen. Man kann sich leicht iiberlegen, dass pgzs”l) =0 fir
alle n = 0 gilt. ’
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3 Markovketten

Wie sieht es fiir eine gerade Anzahl von Schritten aus? Gelangen wir von 0 nach 0 in 2n
Schritten, so miissen wir genau n Schritte in eine und n Schritte in die andere Richtung
machen. Die Wahrscheinlichkeit von einer solchen Folge von Schritten betriagt p”(1 - p)* und
es gibt ( ) verschiedene solcher Folgen. Damit erhalten wir

2n
pyy = ( N )p"(l—p)".

Mit Satz 3.4.5 reicht es, die Reihe .77 pﬁ)zg ) zu untersuchen. Dazu verwenden wir die Stirling-
Formel?, die im Wesentlichen n! ~ v27n ( ) besagt. Damit erhalten wir

2n (2n)' 4"
nl|” a2 Van
Im ersten Fall sei p =1- p, dann ist 4” p"(1 — p)"” = 1 und wir erhalten
< 1
(2n) o
> = 00,
Z Poyo = i

also ist die Irrfahrt rekurrent. Im zweiten Fall sei p # 1 - p, dann gilt 4*(1 — p)"* = a” fiir ein
a €(0,1). Dann ist die Reihe konvergent und die Irrfahrt daher transient.

Man kann zeigen, dass die symmetrische Irrfahrt in Z? genau dann rekurrent ist, wenn d < 2
ist. Anschaulich gesprochen bewegt man sich stets um die 0 herum. Fiir Details verweisen wir
auf [Meintrup04, S. 248].

Satz 3.4.6 hatte fiir einen rekurrenten Zustand i mit i — j gezeigt, dass dann auch j rekurrent

ist. Dies wollen wir nun verallgemeinern.

Satz 3.4.12 Allgemeine Erreichbarkeitswahrscheinlichkeiten
Sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette und i € S ein rekurrenter Zustand. Fiir j € S
betrachten wir

pi,j=P(1j<oo|Xg=1).

Gilt i — j, so ist auch j rekurrent und es gilt p; ; =p;; = 1.

Beweis: Es sei also i — j. Dann existieren paarweise verschiedene ig,...,ip mitig =1, i3 =
und P(X1=1i1,...,X, =13 | X9 =1) >0, insbesondere gilt also p(lkj) > 0. Nun folgt
0=1-p;;=P(r;=00|Xp=1)
>P(X1=1i1,....,.Xp=1ip,T;=00| Xp=1)
=PX1=1i1,....,Xp =i | Xo=0)P(r;=c0 | X;=1; fur [ =0,...,k)

3 Siehe [WTSkriptll, Satz 1.8.6].
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und mit der Markoveigenschaft erhalten wir

=P(X1=1i1,...,.Xp=ir | Xo=0)P(r; =00 | Xog=1iz)
=PXy=i1,...,Xp =1p [ Xo=0)1-pj,).

>0

Damit folgt 1-p;; =0 und daher p;; = 1. Daher existiert ein / > 1 mit p% >0 und firn=0

(I+n+k) ) .(n)_ (k) :
i ZPj;pi;p; ;- Danngilt

folgt mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung p
845 3~ () o N D ) k) _ D (BN ()
_ n 94 n n _ n) _
E(N;1Xo=7)"= Zopj,j = Zopj,ipi,ipi,j =DPjiPi Zopi,i =00,
n= n= n=

da i rekurrent ist. Wieder mit Satz 3.4.5 folgt also, dass auch j rekurrent ist. Vertauschen wir
die Rollen von i und j, so folgt der Rest. O
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3 Markovketten

3.5. Stationaritit

Wir wollen untersuchen, ob es zu einer gegebenen Ubergangsmatrix P eine Startverteilung
a gibt, so dass die homogene Markovkette stationér ist. Dazu beobachten wir, dass zu einem
gegebenen P jede Startverteilung eine homogene Markovkette ergibt, deren Irreduzibilitat
und Rekurrenz von a unabhingig ist. Im Folgenden schreiben wir P, statt P, wenn die
Wahrscheinlichkeiten der Markovkette mit der Startverteilung a betrachtet werden.

Definition 3.5.1 Stationaritat
Sei P eine stochastische Matrix tiber S. Eine Verteilung 7 auf S heilit stationar beziglich

P genau dann, wenn fiir alle j € S gilt:

Y wi)p;; = n()).
1eS

Anschaulich ausgedriickt ist die Wahrscheinlichkeit, im ersten Schritt nach j zu gelangen,
wenn der Start i-verteilt ist, also 7(j). In der Matrixschreibweise gilt also 7P = 7 und x ist ein
Eigenvektor von P zum Eigenwert 1.

Satz 3.5.2 Stationire homogene Markovketten

Sei P eine stochastische Matrix und 7 eine stationédre Verteilung von P, sowie a irgend-
eine Startverteilung und (X,),>o die homogene Markovkette beziiglich a und P. Fiir
B e QnA(S) gilt dann

P,(X,,Xn+1,...)€B)=P;((Xo,X1,...)EB).

Satz 3.5.2 besagt also, dass (7, P) eine stationire, homogene Markovkette definiert.

Beweis: Wir wissen, dass 7P = & gilt. Induktiv folgt dann auch 7P = r fiir n = 1. Mit Lemma
3.2.3 folgt dann

Po(X, =)= Y 7()p{") = n(j).
ieS

Damit erhalten wir

Pr(Xp,Xp+1,--)EB)= ) Pu(X,, =1)Pr((Xp,..)€B| X, =1)

ieS
=) 7()Py(Xo,..)€B|Xo=1)
ieS
=P,((Xyp,...)€B). O

Wir wollen nun Bedingungen fiir die Existenz stationarer Verteilungen studieren.
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Lemma 3.5.3 Positivitat stationiarer Verteilungen
Sei 7 eine stationidre Verteilung beziiglich P und A < S abgeschlossen und irreduzibel.
Gibt es ein ig € A mit (i) > 0, so gilt 7(i) >0 fur allei € A.

Ist (X,,)n>0 eine irreduzible, homogene Markovkette und 7 eine stationire Verteilung dieser
Markovkette, so folgt also insbesondere (i) >0 fiir alle i € S.

Beweis: Wirsetzen S, :={i€A:7n(i)>0}und S¢:={i € A : n(i) = 0}. Offenbar sind S, und Sy
disjunkt und es gilt S # @ nach Voraussetzung. Zu zeigen ist nun Sy = @. Wir nehmen an,
dass Sy # @ gilt, dann existiert also ein jg € Sy mit 7(jo) = 0. Fiir j € S folgt

Y a()pi;=n()=0.

ieS
Da n(i) > 0 fir alle i € S, gilt, folgt p; ; = 0 fiir alle i € S; und j € Sy. Es gibt also keine
Verbindung von S, nach S, also gibt es keinen Pfad in A, der von i¢ nach j fiihrt. Dies steht
jedoch im Widerspruch zur Irreduzibilitit von A. O

Satz 3.5.4
Sei (X},),=0 eine homogene Markovkette mit stationérer Verteilung 7, A .S abgeschlos-

sen und irreduzibel und es existiere ein iy € A mit 7(i¢) > 0. Dann gilt
P,(t; <

E(t; |X0:i):M
(i)

fiir alle i € A. Insbesondere sind alle i € A positiv rekurrent und ist (X,),>¢ irreduzibel,
so gilt fur allei € S

1
(i) =
E(r; | Xo=1)
das heiflt in diesem Fall ist 7 eindeutig.
Beweis: Fiir i € S zeigen wir zunéchst
ﬂ(i)E(‘L’i |X0:i):Pn(Ti < 00). *)

Dazu betrachten wir die disjunkte Zerlegung
n-1

n -
{ri=n}= U{Xl =1,X141#1,...,Xp A1} = U (Xn-1=1,X-141#1,..., X, #1},
=1 =0
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3 Markovketten

dann folgt mit Satz 3.5.2

n-1
P,(1;<o0) = ,}eroloPn(Ti <n)= anJgo Z P, X,.1=1,X_141#0,...,Xpn #£1)
=0

n—1

= lim Y P,(Xo=i,X1#i,...,X; #1)
=0

n—oo

= ZP(XO =1i,T; > l),
=0

da X; # i genau dann gilt, wenn 7; > [ ist. Weiter folgt dann

(0,0
=) Pu(1;>1|Xo=)P(Xo=1)
0

~
Il

ngf

P(r;>1|Xo=10i)n()

~
Il

0
=n()E([; | Xo=1).

Dies beweist (*). Sei nun i € A, dann folgt mit Lemma 3.5.3 wegen 7(ig) > 0 auch n(i) > 0. Wir
konnen (*) daher durch 7(i) teilen und erhalten die gewiinschte Gleichung.
Ferner gilt mit Satz 3.4.12 auch
P,(t;<00)= ZP(Ti <oo|Xg=))P(Xo=j)= Z 1-7(5)
JjesS JjesS
=1. O

Satz 3.5.5
Ist (X},,),>0 eine homogene Markovkette und i € S ein positiv rekurrenter Zustand, so
existiert eine stationéire Verteilung.

Beweis: Fiir j€S sei

c(j):=) PX,=j,1,>n|Xo=1).
n=0

Dann wollen wir zeigen, dass 7(j) := ﬁ)](oq) eine stationére Verteilung definiert. Wir zeigen
zunichst, dass 7 eine Verteilung ist. Dafiir betrachten wir

o0
Y ()= Pa;>nl|Xo=i)=E(;|Xo=1i) <oo.
jes n=0
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Fir die Stationaritét sei ¢, (j) :=P(X,, =J,71; >n|Xo=1) fur n =0 und j € S. Dann wollen wir
zeigen, dass fir alle £ € S

Y cipjr= Y. Y calipjn = ck)

jesS n=0jeS

gilt. Im ersten Fall sei i # k. Da {r; > n} € o0(Xy,...,X,) gilt, folgt

o0 (0,0
Y. Y enpjp=) Y PXp=j,1;>n|Xo=)PXps1=k|X, =)
n=0jeS n=0jeS

= Z ZP(Xn =7,1i>n|Xo=0)PXp+1=k| X, =j,1; >n).
n=0jeS

Mit der uns bereits bekannten Formel P(AnC |B)=P(A | CnB)P(C | B) gilt dann

o0
=Y Y PXy=j,Xn+1=k,7i>n|X0=1)
n=0jeS

o0
= Z P(X, 1 :k,‘[i >n|Xo=1).
n=0

Wegen X,,.1 =k #1i folgt 7; #n+1 und daher

)
= ZP(Xn+1 :k,Ti >n+1|Xpg=1)
n=0
0
=) cnr1(k).
n=0

Wegen co(k) =P(Xo=Fk,7; >n| Xg=1)=0 fallt der erste Summand weg und wir erhalten

=Y calk)
n=0
=c(k).

Im zweiten Fall sei i = k£, dann erhalten wir zunéchst wie eben

Y Y enpij= ) PXpi1=1,1;,>n|Xo=1)
n=0jeS n=0

und nun mit 7; >0 und 7; < co P-fast sicher

=) P(ri=n+1|Xo=1)
n=0

=1
:P(X():i,Ti>O|X0:i)

o0
= ZP(Xn:i,Ti>n|X()=i).

n=0
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3 Markovketten

Das Ereignis in der Summe ist fiir n > 0 aber nie erfiillt und wir erhalten schlief3lich

=c(1). O

Korollar 3.5.6

Es sei (X,,),>0 eine irreduzible, homogene Markovkette. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

i) Es existiert ein positiv rekurrenter Zustand i € S.
ii) Alle Zustande i € S sind positiv rekurrent.
iii) Es existiert eine stationdre Verteilung.
iv) Es existiert genau eine stationédre Verteilung.

Ist eine dieser Aussagen — und damit alle — erfillt, so gilt fiir i € S

Beweis: Fiir i) = iii) verwenden wir Satz 3.5.5, fiir iii) = iv) und iii) = ii) verwenden wir
Satz 3.5.4 und ii) = i) und iv) = iii) sind trivial. O
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3.6. Grenzverhalten

Wenn wir wissen, dass i € S transient ist, so folgt mit Satz 3.4.5, dass pé'il) — 0 gilt. Was gilt
jedoch im Allgemeinen? Dazu betrachten wir

01
=2 )

dann gilt P2 = Eo, wobei E,, die Einheitsmatrix ist. Wir erhalten also

pn = P falls n ungerade
B Es sonst '

Dann konvergiert pg'g) jedoch nicht. Ein solches periodisches Verhalten wollen wir also aus-
schlief3en.

Definition 3.6.1 Periodizitit
Sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette und i € S.

i) Die Periode von i ist der grofite gemeinsame Teiler von

Ji::{nzlzp(i'il)>0}.

i) Der Zustand i heif3t aperiodisch, falls er die Periode 1 hat.

Betrachten wir nochmal das obige Beispiel. Da J1 = Jo = 2N gilt, haben i =1 und i = 2 jeweils
die Periode 2.

Beachte, dass p(i'il) > (0 genau dann gilt, wenn man in genau n Schritten von i nach i gelangen
kann. In Abbildung 3.5 sehen wir einen gidngigen Denkfehler fiir die Periode eines Zustandes.

Abbildung 3.5.: Von jedem Zustand i gelangt man in sowohl zwei als auch drei Schritten von i
nach i, die Periode ist daher 1.
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Lemma 3.6.2
Sei A < N mit ggT(A) =1 und A sei abgeschlossen beziiglich der Addition. Dann existiert
ein ng, so dass n € A fiir alle n = ng gilt.

Beweis: Da die Aussage rein zahlentheoretischer Natur ist, wollen wir sie hier nicht beweisen
und verweisen stattdessen auf [Meintrup04, Lemma 9.41]. O

Lemma 3.6.3
Sei (X,,),>0 eine homogene Markovkette und i € S. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

i) Der Zustand i ist aperiodisch.

ii) Es existiert ein n(, so dass pgril) > 0 fiir alle n = ng gilt.

Beweis: Fiiri) = ii) setzen wir A :={n=0: p(i’il) > 0}. Da i aperiodisch ist, gilt ggT(A) = 1. Fiir

n,me A gilt ferner p®*™ = p™p'™ > 0 und daher n + m € A. Mit Lemma 3.6.2 folgt dann die
124 12 122

Aussage.

Fir ii) = 1) sei d = ggT(A). Nach Voraussetzung existiert ein ng mit der entsprechenden

Eigenschaft. Also gilt d | ng und d | ng + 1. Dann teilt d aber auch (ng+1)—n¢ =1 und wir
erhalten d = 1. O

Satz 3.6.4

Ist (X,,),>0 eine homogene Markovkette, i € S aperiodisch und A ¢ S die Kommunika-
tionsklasse von i, so existiert ein ng, so dass pg.';e) > 0 fir alle j,k € A und alle n = ng
gilt.

Setzen wir j = &, so folgt insbesondere, dass j aperiodisch ist.

Beweis: Es seien j,k € A. Dann existieren /,m =0 mit pi.li) >0 und p(i’;.) > 0. Mit Lemma 3.6.3

existiert dann ein ng, so dass pg?) > 0 fiir alle n = ny gilt. Damit erhalten wir

(I+n+m) ). .(n)__ (m)
D, 2pjiPi; Py >0 O

Definition 3.6.5 Kopplung
Es seien (X},),>0 und (Y},,),>0 stochastische Prozesse iiber (2, .o/, P) mit Zustandsraum &.
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Dann sind (X)) und (Y},) ein Kopplungspaar, falls eine P-fast sicher endliche Stoppzeit t
existiert, so dass fiir alle n =0 und w € Q gilt:

n=1(w) = X, (w) =Y, (w).

Wir nennen 7 in diesem Fall Kopplungszeit.

Aneinander gekoppelte stochastische Prozesse sind nach der Zeit 7 also gleich.

Satz 3.6.6 Konvergenz von Kopplungen
Es sei 7 die Kopplungszeit zum Kopplungspaar (X,,) und (Y). Fiir eine messbare Menge
A c X gilt dann

lim (P(X,€A)-P(Y,€A))=0.

n—.oo

Beachte: Der Grenzwert lim P(X,, € A) selbst existiert im Allgemeinen nicht.

Beweis: Wir betrachten

IP(X,€A)—P(Y,€A)<|P(X,€eA,1<n)—P(Y,€A,1<n)|
+|P(X,eA,1>n)—P(Y,€A,7>n)|
<2P(t>n)
— 0. O

Konstruktion von Produkt-Markovketten

Es seien (X},),>0 und (Y, ), >0 unabhéingige, homogene Markovketten beziiglich (a, IP) und (8, P),
sie unterscheiden sich also nur in ihrer Startverteilung. Es sei Z,, := (X,,Y,) € S xS, dann
kann man leicht zeigen, dass (Z,),>0 eine homogene Markovkete auf S xS mit Startverteilung
a ® f und der Ubergangsmatrix P vermoge

Pig,jo)in,j1) = Piosi1Pjo.j1
bildet.

Satz 3.6.7
Es seien (X,);20, Yn)nso und (Z,),=0 wie eben definiert. Ist (Z,),s¢ irreduzibel und
rekurrent, so gelten die folgenden Aussagen:

i) Die Stoppzeit 7;,:=inf{n 21:X, =Y, =i} fir io € S ist P-fast sicher endlich.
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ii) Es sei

X, fallsn=rt,
W, = .
Y, fallsn>rt;,

Dann ist W,, eine homogene Markovkette mit Startverteilung a beziiglich P.

iii) Fiir alle A c S gilt

P(X,€A)-P(Y,€A)—0.

Beweis: Fiir den Beweis von i) betrachten wir die Riickkehrzeit 7 = 7;, von (Z,) zum Zustand
(ig,10). Da (Z,) rekurrent ist, gilt P-fast sicher 7 < co.

Die Aussage ii) werden wir hier nicht beweisen. Wir verweisen stattdessen auf [Meintrup04, S.
258].

Fir iii) beachten wir, dass (Y,) und (W,) fiir 7;, ein Kopplungspaar sind. Nach ii) sind (W)
und (X,,) identisch verteilt, da beide Markovketten beziiglich (a,P) sind. Dann wenden wir
Satz 3.6.6 an. O

Satz 3.6.8 Konvergenz homogener Markovketten
Es sei (X,),>0 eine irreduzible, homogene Markovkette mit stationdrer Verteilung 7.
Dann gilt

P(X, =) = n())
fir alle j € S.

Ist a =63, so gilt insbesondere p(i']l.) — n(j) fur alle i,/ € S.

Beweis: Es sei (a,P) die Konfiguration von (X},),>0 und (Y,),>0 eine von (X,),>0 unabhéingi-
ge, homogene Markovkette mit der Konfiguration (r,IP). Wir wollen zeigen, dass Z,, :=(X,,,Y)
irreduzibel und rekurrent ist, um Satz 3.6.7 anzuwenden. Fir die Irreduzibilitit seien
(10,J0),(i1,71) €S x S, dann folgt mit Lemma 3.6.3, dass ein r = 0 mit p(r).1 >0 und p(r) . >0

1,1 J1,J1

existiert. Mit Lemma 3.6.3 folgt dann p(l’g )il p% )j1 > 0 fiir alle n = 0. Damit erhalten wir
—(n+r) _.@®»
Plig,jo)inin = Pio,irP o1 > 0

also ist Z,, irreduzibel. Fiir die Rekurrenz kann man leicht zeigen, dass 7 ® 7 eine stationére
Verteilung von (X,,Y,) ist. Nach Korollar 3.5.6 ist (Z,,) also rekurrent. Mit Satz 3.6.7 erhalten
wir

P(X,=j)—n(j)=PX,=j)-PX,=j)—0. O
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Fiir endliche Zustandsriaume S liasst sich der Beweis auch elementarer fithren. Hierfiir verwei-
sen wir auf die Literatur.

Es sei (X},,),>0 irreduzibel und aperiodisch. Dann wollen wir folgende Eigenschaften festhalten:

1) Ist (X}) zusatzlich transient, so gilt

(n) (n) (r) (n+r)
Zp = (r)zp = (r)zp

Also gilt p(i';) —0.

ii) Ist (X},),>0 positiv rekurrent, so existiert nach Korollar 3.5.6 eine stationéire Verteilung 7
mit 7z(;) > 0 fiir alle j € S. Nach Satz 3.6.8 gilt dann pé'}) — 7(j) und ang'}) =oo0.

iii) Den dritten Fall halten wir in Satz 3.6.9 fest.

Satz 3.6.9
Sei (X ,,),>0 eine irreduzible, aperiodische und rekurrente, aber nicht positiv rekurrente,

homogene Markovkette. Fir alle i, j € S gilt dann
p{ —0

und

Zp(n)

Beweis: Der Beweis findet sich in [Meintrup04, Satz 9.48] und wird hier nicht gefithrt. [
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Poissonprozesse

r
Poissonprozesse sind spezielle Zahlprozesse mit poissonverteilten Zuwéchsen, die

zum Beispiel das wiederholte Eintreten eines Ereignisses modellieren. r

4.1. Definition und Eigenschaften

Im Folgenden betrachten wir einen Ny-wertigen stochastischen Prozess (X;);>¢ mit kontinuier-
licher Zeit. Satz 1.2.7 besagte, dass X genau dann rechtsstetig ist, wenn fiir alle w € QQ und
alle t > 0 ein € > 0 mit X (w) = X;(w) fir alle s € [¢,t + €) existiert. Der Prozess ist rechts von
Stetigkeitsstellen also in einer gewissen Umgebung konstant. Insbesondere gibt es fiir jede
Trajektorie genau drei Moglichkeiten:

i) Die Trajektorie besitzt endlich viele Spriinge.

ii) Die Trajektorie hat unendlich viele Spriinge, aber nur endlich viele in jedem beschrinkten
Intervall.

iii) Es gibt ein Zeitintervall, in welchem unendlich viele Spriinge auftreten. Man spricht in
diesem Fall von Explosionen.

Wir werden sehen, dass bei Poissonprozessen P-fast sicher nur der zweite Fall eintritt. Daher
wollen wir diese Eigenschaft ndher untersuchen. In der Abbildung 4.1 sehen wir einen solchen
Prozess und die Bezeichnungen fiir die entsprechenden Zeiten, die wir in diesem Kapitel
verwenden wollen. Wir sehen bereits, dass eine solche Nummerierung der 7; im dritten Fall
nicht ohne Weiteres moglich wéare und dass wir im ersten Fall nur endlich viele T'; haben.

Im zweiten Fall lasst sich (X;);>¢ vollstdndig durch die Angabe der Werte (S,),>1 und der
Sprungzeiten (7,),>0 bzw. durch Angabe der Werte (S,),>0 und der Wartezeiten (W,),>1
beschreiben. Die Rechtsstetigkeit und der diskrete Zustandsraum erlaubt es uns also, einen
zeitkontinuierlichen Prozess durch zwei zeitdiskrete Prozesse zu beschreiben. Dies wollen wir
nun formalisieren.
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So
o—
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O )
S3
o0—
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W1 We W3 Wi Ws
To T To Ts T4

Abbildung 4.1.: Die Abbildung zeigt eine typische Trajektorie eines rechtsstetigen, zeitkon-
tinuierlichen stochastischen Prozesses, sowie die Bezeichnungen fiir dieses
Kapitel.

Definition 4.1.1 Sprungprozesse

Sei (X;)>0 ein zeitkontinuierliches, rechtsstetiger und Ny-wertiger stochastischer Pro-
Zess.

i) Die Sprungzeiten (T',),>0 sind definiert durch Ty:=0und T, ;1 :=inf{t =T, : X; #
Xr,} fiir n >0 mit inf@ := oo.

ii) Der Prozess (X;) heift explosionsfrei, wenn P-fast sicher ,}im T, = oo gilt.
—00

iii) Die Wartezeiten (W,,),,>1 sind definiert durch

W, = {Tn -T, 1 fallsT, 1< oo.

(o) sonst

iv) Der Sprungprozess (S, ),>0 ist definiert durch

2

{XTn falls T, < oo
S, =
Xr, sonst

wobei m := max{r € Ny : T, < oo} die letzte endliche Sprungzeit beschreibt.

Besitzt ein Pfad nur endlich viele Spriinge, so sind sowohl Warte- als auch Sprungzeit nach
dem letzten Sprung unendlich. Ist T, < oo, so besagt Satz 1.2.7, dass T,_1 < T, gilt. Der
Satz besagt aullerdem W,, > 0.
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Ist (X;) explosionsfrei, so bestimmen (S,) und (W,) bzw. (S,) und (T',) den Prozess (X;);>o
durch X, =S, fiur T, <t < T,1.

Satz 4.1.2

Sei (W,,);,>1 1.1.d. mit W; € ¥ und P(W,, € (0,00)) = 1. Fiir n = 0 und ¢ = 0 setzen wir
Typ:=%7 W;und X;:= 3%, 1¢,(T;) als die Anzahl der Spriinge bis zur Zeit ¢. Dann
ist (X):>0 ein Np-wertiger, rechtsstetiger, monoton wachsender und explosionsfreier
stochastischer Prozess, dessen Wartezeiten die (W,),>1 sind und dessen Sprungprozess
(S,,) durch S, = n fiir n = 0 gegeben ist. Fiir alle n = 0 gilt ferner P-fast sicher T',, < co
und T,<Ty:1.

Beweis: Es gilt P(T,,;1 - T, >0)=P(W,41 >0)=1. Fiir n =0 und ¢ = 0 folgt damit {X; =
n}={T, <t < Ty+1}. Wir wollen zeigen, dass P-fast sicher X; € Ny fiir alle ¢ = 0 gilt. Dazu
betrachten wir

{Xt:oo}:{lianst}:{ZWist}:{ZWist Vnzo}:{OS—ZWiS— vnzo}
' ' ni=1 n
1 n
c lim—ZWiZO .
n

=1
Das starke Gesetz der grof3en Zahlen impliziert nun P-fast sicher % » Wi —EW;>0und
wir erhalten P(X; = o0o0) =0.

Wir wollen nun zeigen, dass (X;) explosionsfrei ist. Da (X;) offenbar monoton wachsend und
No-wertig ist, ist keine Explosion moglich, denn wére bei ¢y eine Explosion, so hiatten wir
lim; -4, X; = co und damit gébe es ¢ < to mit X; > X;, € No, was im Widerspruch zur Monotonie
steht.

Wir zeigen nun, dass (X;) rechtsstetig ist. Dazu sei t = 0, w € Q und n := Xy(w). Wegen
T, <T,1 existiert dann £ > 0 mit 7', (w) < t+¢& < T, +1(w) P-fast sicher. Dann gilt X (w) = n fir
alle s € [t,t +€) und mit Satz 1.2.7 folgt dann die Rechtsstetigkeit.

Ferner gilt wegen der Monotonie der 7',
o0 n
X, = Y. Lor(T) = Y. Lor,(T:) =n. *)
i=0 i=1

Nun wollen wir zeigen, dass die T, die Sprungzeiten von (X;) sind. Dazu seien (T,) die
Sprungzeiten von (X;) und wir zeigen mit vollstandiger Induktion, dass T, = T', gilt. Fiir den
Induktionsanfang betrachte einfach Ty = 0 = Ty. Fiir den Induktionsschritt gilt

Trsr=infle = T : X; # Xz ) =infle 2 T : X, # X1,) 2 inf{t =Ty Y 10T # n}
1=0
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Wir kénnen nun die Summe in }." ;1¢,(T;) + 252 ; 10,1(T;) aufspalten, wobei die erste
dieser Teilsummen gerade n ergibt. Wir erhalten daher aus der Nicht-Negativitat

o0
= inf{t =Ty: Y. Loa(Ti)> o} =inf{t =Ty : ¢ = The1)

i=n+1

=Th+1-

Wir zeigen nun noch, dass P-fast sicher T, < oo gilt. Es ist T, = 3.7 ; W; und wegen P(W; <
o0o) = 1 ist dann auch P(T),, < co0) = 1. Damit sind die W,, die Wartezeiten von (X;). Schlief}lich
gilt mit (**) noch S,, =X, =n. O

Sind (W),), (T,) und (X;) wie im Satz 4.1.2 gegeben, so heillt (X;);>o Zahlprozess, da dieser
Prozess zahlt, wie viele der konsekutiven Ereignisse, die zu den Zeiten T'; eintreten, bereits
zur Zeit t eingetreten sind. Satz 4.1.2 ermoéglicht recht allgemein die Konstruktion solcher
Zahlprozesse.

Wir werden als nachstes Poissonprozesse einfithren, die Zahlprozesse mit exponentialverteilten
Wartezeiten sind. Daher wollen wir zunéchst die Exponentialverteilung Exp(A) fiir 1 >0 in
Erinnerung rufen. Dies ist eine Lebesgue-absolut stetige Verteilung auf R, welche durch die
Dichte

ht) = {Aexp(—)tt) falls t =0
0 sonst

gegeben ist. Ist Y ~ Exp(A), so gelten die folgenden Eigenschaften:
1) Esist P(Y €(0,00)) = 1.
ii) Es gilt EY =A~! und VarY = 172

iii) Die Verteilungsfunktion von Y ist gegeben durch

1—exp(—At) fallst=0
Fy(t)::{o P .

sonst

iv) Die Zufallsvariable Y ist gedéchtnislos, fiir alle ¢,s = 0 gilt also

P(Y>t+s|Y >s)=P(Y >1t).

v) Sind Y3,...,Y, ~ Exp(1) unabhéngig, so gilt 3" ;Y; ~I'(n, 1), wobei dies die Gammaver-
teilung ist, welche durch die Lebesgue-Dichte

AAD" T oen(—At) falls £> 0
hn(t) =4 " =TT SXP ars
" 0 sonst

gegeben ist.

94



4.1. Definition und Eigenschaften

Mit diesen elementaren Eigenschaften konnen wir nun zur Definition des Poissonprozesses,
der ein Spezialfall von Satz 4.1.2 darstellt. Dieser sichert die Existenz, die Explosionsfreiheit
und das Vorhandensein unendlich vieler Spriinge, insbesondere also auch P-fast sicher T, < co
und W, < co.

Definition 4.1.3 Poissonprozess
Ein rechtsstetiger und Ny-wertiger stochastischer Prozess (IN:);>o hei3it homogener
Poissonprozess mit Rate A > 0, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) Es gilt P-fast sicher Ny = 0.
ii) Die Wartezeiten (W,),>1 sind i.i.d. mit W, ~ Exp(A).

iii) Der Sprungprozess (S,) erfiillt S,, = n fiir alle n = 0.

Poissonprozesse sind durch den Parameter A bereits eindeutig beschrieben, da Wartezeiten
und Sprungprozess den stochastischen Prozess bereits festlegen.
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4.2. Aquivalente Beschreibung

Wir wollen uns nun der Frage widmen, wieso Poissonprozesse ihren Namen tragen und dafiir
eine dquivalente Beschreibung dieser Prozesse angeben.

Satz 4.2.1 Charakterisierung
Ein Ny-wertiger, rechtsstetiger stochastischer Prozess (IN;);>¢ ist genau dann ein homo-
gener Poissonprozess mit Rate A > 0, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) Es gilt P-fast sicher Ny =0.
ii) Der Prozess (IN;) hat unabhingige Zuwéchse.

iii) Die Zuwichse sind poissonverteilt, fiir s, = 0 gilt also Ng.; — N ~ Pois(At).

Bevor wir diesen Satz beweisen, erinnern wir zunichst daran, dass Pois(1) durch die Dichte
/}e—lie_’l beziiglich des Zahlmafes auf Ny gegeben ist. Ferner weisen wir darauf hin, dass iii)
impliziert, dass die Zuwéchse stationér sind und fiir s = 0 folgt mit i) auch N; ~ Pois(A¢).
Insbesondere gilt EN; = At, das heif3t im Intervall [0, ¢] treten im Mittel A¢ Ereignisse ein. Pro
Zeiteinheit treten im Mittel also A Ereignisse ein, es gilt also % = A, wie wir eben schon
gesehen haben. Diese Tatsache erkliart den Begriff Rate fiir den Parameter A.

Um Satz 4.2.1 zu beweisen, benotigen wir zunéichst zwei Lemmata, die wir zunachst behandeln.

Lemma 4.2.2
Sei a,: R" — R gegeben durch x — }.7" , x;. Fiir ¢ > 0 gilt dann

00 0 t
[ [ et =
0 0 n.

Aufgrund der Nicht-Negativitiat des Integranden konnen wir das Integral mit dem Satz von
Tonelli auch als Integral tiber das Produktmal3 schreiben oder die Integrationsreihenfolge
beliebig verdandern.

Beweis: Fiir den Beweis fithren wir eine vollstiandige Induktion durch. Fiir n = 1 betrachten

WI1r
[e.0] t tl
/ i (0)<ty dx = / ldx=¢t=—.
0 0 1!
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Wir kommen nun zum Induktionsschritt. Es gilt

[e.@] [e.@] o0 (e @]
/ / Vg, 1= Xy -+ dxy, =/ / Lia,()st-xpi1) Lagar =ty dX1 - dxy
0 0 0 0

t
_ M)
= - +1
0 n! "

tn+1

T+

Lemma 4.2.3
Sei (NV¢)s>0 ein homogener Poissonprozess mit Rate A > 0. Dann gilt fiir alle s,z = 0 fur
den Zuwachs N,; — N ~ Pois(At) und dieser Zuwachs ist von o(N, : r < s) unabhéngig.

Beweis: Wir wollen fir r <s, k,l € Ng zunichst zeigen, dass

(Ar)* (At)

P(N,=k,Ngy;—Ng=1)=exp(-Ar) x exp(—/lt)T (*)

gilt. Wir betrachten zunichst den Spezialfall r = s und die Wartezeiten (W,,),>1. Wir wissen,
dass die Wartezeiten unabhingig und identisch verteilt sind mit W,, ~ Exp(A). Die Dichte
h von (Wn)f";;l+1 ist daher das Temsorprodukt der einzelnen Dichten, das heif3t fiir x = 0 ist
h: R*¥*+1 R gegeben durch
k+1+1
x— Ae M :Ak+l+1eXp(_ﬂak+l+1(ﬂC)),
i=1

wobei a, wie in Lemma 4.2.2 gegeben ist. Da N, = n dquivalent zu T, <r < T, 1 ist, erhalten
wir

P(Ns=k,Ng1t—=Ns =) =P(Tp < s <Ths1, Ths1 =8+t <Th141)

k k+1 k+l k+1+1
=P[) Wiss<) W;,) Wiss+t< ) W,
i=1 i=1 =1 i=1

und mit dem Transformationssatz und der Dichte ~ erhalten wir

(o.0) (0.0)
=/ / L) (0125 <@ps1 (@), @ps s )<+t <apsreg @) P(X) X1 - A4
0 0

Im ersten Schritt berechnen wir das Integral beziiglich xz,;,1. Dazu beachten wir, dass
1{a,(x)<s<ay, (x)} DUT VON X1,...,%+1 abhingt und damit wegen 14,3 = 141 aus dem Inte-
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gral herausgezogen und daher in diesem Schritt ignoriert werden kann. Mit y = az4;+1(x) =
ap+1(x) +Xp4741 ist nun

o0
E+l+1
/ AP exp(—=A@h 41410 L (ay , (0)<s+t<apsion () AXR+T41
0

o0
1
:/ P exp(=M 1, (s i<y dy
a

k(%)

o0
:/ AFL exD(~ AP i, )5+ AY
s+t

= /1k+l exp(—A(s + t))l{ak+l(x)58+t}'

Im zweiten Schritt integrieren wir nun beziglich x3.1,...,xz17+1. Es ist

00 00
/ . / l{ak(x)Ss<ak+1(x),ak+l(x)§s+t<ak+l+1(x)}h(x) dxpy1--dxpige1
0 0

o0 o0
= / / A+ exp(=A(s + 1)) Aoy dacpay
0 0 {ap(x)ss<api1(x),ap(x)<s+t}

und mit y; = ap1(x) —s— ap(x) —x3+1 —s und yo = xp49,...,Y;] = X4 ist s < ap(x) +x3+1 genau
dann, wenn y > 0 gilt. AuBlerdem ist y; +...+ y; = @;,;(x) — s und wir erhalten

o0 o0
= Ak+lexp(—/1(8+t))/0 /0 g, (0)<stLia;()<sy dy1---dy;

Die erste Indikatorfunktion im Integranden ist von y unabhéngig und wir erhalten mit Lemma
4.2.2 daher

l

t
= A exp(—A(s + t))l{ak(x)s}ﬁ-

Im dritten Schritt berechnen wir nun das gesamte Integral. Es ist mit Lemma 4.2.2

(o] o0
/ / L) (x)<s<ap.1(0),ap.i(@)<st+t<apsisop(x) dxy---dxg 741
0 0

00 00 tl
- /0 /0 A exp(-AGs + )7 iy oz -

k+l t's*

= T exp(-Als + D) o
As) At)
~ exp(-15). kSY) exp(—)tt)%.

Nun miissen wir noch den Fall r < s betrachten. Mit einer analogen Rechnung zur bisherigen
erhalten wir

o0
PN, =k,Ngyy—Ng;=1)= Z PN, =k,Ng—N,=m,Ng .t —Ng=1)

m=0
X (Ar)* (Ms—r)™ (At)
— mZ::O exp(—Ar) 2 exp(—A(s — r))T eXp(_M)T
(Ar)* (At)
=exp(—Ar) 2 exp(—/lt)T.
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Damit haben wir (*) bewiesen. Nun folgt fiir r < s

00 s OO A k (/1tl
P(Ns+t —Ns = l) = Z P(Nr = k,Ns+t_Ns = l)(:) Z eXp(—/lr)( kr') exp(—lt)l—y)
k=0 k=0 . !
l
:exp(—/lt)%.

Also gilt Ng,; — Ns ~ Pois(At). Fir die Unabhédngigkeit merken wir an, dass o(IN, : r < s) von
{N, =k} fur r <s und k € Ny erzeugt wird. Da N, = Ny, — No ~ Pois(Ar) ist, erhalten wir

Ar)t At)
(l;) exp(—/lt)% =P(N, =k)P(Ng;— N =1).

Damit sind {N, = £} und {Ng;; —Ns =1} unabhingig. Aulerdem bilden die Mengen {N.; —N; =
[} ein N-stabiles Erzeugendensystem von 0(N.;—Nj;), allerdings bilden {N,. = £} kein solches N-
stabiles Erzeugendensystem fiir (N, : r < s). Ein N-stabiles Erzeugendensystem hiervon wire
zum Beispiel {N;, =k;,}n...n{N; =k;_ }, womit man die gesamte Rechnung fiir (*) nochmals
durchfithren miisste. Dies werden wir an dieser Stelle nicht ausfithren und verweisen daher
auf die Literatur. ]

P(N, =k,Nyr;— Ny =) 2 exp(-Ar)

Beweis von Satz 4.2.1: Wir beweisen zunéchst ,,=“. Dann ist i) per Definition erfiillt und
ii) und iii) folgen aus Lemma 4.2.3 mit der Unabhéngigkeit von o (N, : r < s).

Fiir ,<“ sei (V) ein stochastischer Prozess, so dass i), ii) und iii) gelten. Ferner sei (IV;);=0 ein
homogener Poissonprozess mit Rate A > 0. Wir betrachten

PNy, =k1,...,Ni. =kn) = P(Nt, = k1,Ny, — Niy =ko— ki1, ,Ne. = Ni = kn—kn_1)
=P(Ny, :kl)'?(Ntz - Ny, :k2_k12'---'P(Ntn ~Ni,  =kn—ky-1)
—Pois((tz—t)Alka—k1))
:P(Ntl :kl)'p(Ntz —Ntl :kz—kl)'---'p(Ntn _Ntn_l =kn—Fkn-1)
ZP(Ntl Ikl,...,Ntn =ky).

Die Prozesse (N;) und (IV;) besitzen also die selben endlichdimensionalgn Randverteilungen,
insbesondere gilt dies dann auch fiir (W,,) und (W,,), sowie fiir (S,,) und (S,). Daher ist (V) ein
homogener Poissonprozess mit Rate A. Ol

Korollar 4.2.4 Starke Markoveigenschaft
Sei (Ny)>0 ein homogener Poissonprozess mit Rate A > 0. Dann ist

Nt :=Ns1t— N

mit £ = 0 ein homogener Poissonprozess mit Rate A, der von o(NV, : r < s) unabhéngig ist.
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Ein homogener Poissonprozess kann zum Zeitpunkt s also unabhéingig neugestartet werden.

Beweis: Wir sehen, dass No=N,-N,=0 gilt. Fur die dritte Eigenschaft gemall Satz 4.2.1
sehen wir

Nr+t_Nr =Nsir+t —Ns —Nsir + Ng = Ngipit — Ngyr ~ Pois(A2).

Fiir die zweite Eigenschaft gilt NHt ~-N,=N s+r+t — Nsir, die unabhéngigen Zuwéichse von
(V) garantieren dann die unabhéngigen Zuwéichse von (IN;). Mit Satz 4.2.1 ist (V) also ein
homogener Poissonprozess mit Rate A. Die Unabhéngigkeit von o(N, : r < s) folgt aus Lemma
4.2.3. O
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4.3. Weitere Eigenschaften

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Eigenschaften von Poissonprozessen untersuchen, die
fiir praktische Anwendungen von Interesse sind.

Satz 4.3.1 Summenbildung
Seien (Ny);>0 und (M;);>9 unabhingige, homogene Markovprozesse mit der Rate A bzw.
u. Dann ist (N; + M) ein homogener Poissonprozess mit Rate A + p.

Beweis: Wir verwenden fiir den Beweis die Charakterisierung aus Satz 4.2.1. Klar ist, dass
1) erfullt ist. Fur ii) gilt, dass (N;) und (M;) unabhéingige Zuwichse haben und voneinander
unabhéngig sind. Daher besitzt auch die Summe unabhéngige Zuwéachse.

Wir wollen nun noch iii) zeigen, dass die Zuwéachse Ng.; + Ms.; — N; — M, also poissonverteilt
mit Rate 1 + u sind. Dazu betrachten wir

k
P(Ngst+ Mgy —Ng—Mg=k)= ) P(Ngiy—N;=mund My, —Ms;=k—m)

A" )t
m! (k—m)!

e
m=0

m=0

k

Z P(Ns1t—Ns=m)P(Ms.; —Ms; =k —m)
k

2

Wir konnen die Exponentialfunktionen aus der Summe ziehen und miissen nur noch die
verbleibende Summe betrachten. Wir erhalten mit dem binomischen Lehrsatz

k (At)™ (/Jt)k_m ~ tk k k!
m! (k—m)! k! = ml(k—m)

m, k—-m

AT

m=0
:(A+/J)ktk E [k ( 1A )m m )k—m
k! s =o\m)\A+pu) \A+pu
A+t
R

Dann folgt also

k
R (A+ o) '

P(Ns+t+Ms+t_Ns_Ms:k): B!

Es seien nun (N gl)), .., (N ;m)) unabhingige, homogene Poissonprozesse, jeweils mit den Raten
A1,...,Am und den Wartezeiten (WV),...,(W'™). Wir betrachten dann N, := N;D +... +N§m>
und wollen untersuchen, was fiir die Wartezeiten von (N;) gilt.
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Zunéichst ist klar, dass Wy := min{W{l), ... ,W{m)} die erste Wartezeit von (IV;) ist. Es sei J :=
argmin;_; ., Wij ) der Index des Prozesses, der das erste Ereignis von N; verursacht. Ferner
gilt W1 ~ Exp(1) und W7 = Wy, wobei A:= A1 +...+ Ay, ist.

Satz 4.3.2
Mit den obigen Bezeichnungen gelten die folgenden Aussagen:

i) J und Wj sind unabhéngig.

A.
ii) Es gﬂtP(J:i):TJ firallei=1,...,m.

Fuir den Beweis des Satzes benétigen wir ein Lemma, das wir dem Beweis voranstellen.

Lemma 4.3.3

Es seien X; und X9 unabhingige Zufallsvariablen, deren Verteilungen die Lebesgue-
Dichten f; und f besitzen. Ferner sei g: R2 — R mit g(X1,X5) € %;. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

[e.0]

i) Esist Eg(X1,X2) = / Eg(x, X2)f1(x) dx.

—00

(e e)
i) Esgilt P(t<X;<X9)= / P(X3 = x)f1(x) dx fur alle ¢t € R.
t

Beweis: Fiir die erste Eigenschaft betrachten wir
(0, 0) o0
Eg(X1,X3)=Epy x, 8 =Epy apPx,8 :/ / g(x1,x2)f1(x1)fax2) dxg dxq
—00 J —0O0
=/ f1(x1)/ g(x1,x2)f2(x2) dxg dxy

:/ Eg(x1,X2)f1(x1) dx1.

(o 0]

Fiir den Beweis der zweiten Eigenschaft betrachten wir g(X1,X2) := 1 o0)(x1)1[x; 00)(x2). Dann
gilt Eg(X1,X2) = P(t < X1 < X2) und Eg(x,X2) = 1; o)(x)P(X2 = x). Dann folgt die Aussage mit
der ersten Eigenschaft. O

Beweis von Satz 4.3.2: Fiur j=1,...,m und ¢ =0 zeigen wir zunichst

/1.
P(J=iWi=t)= Tje—“. (*)
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Dazuseio.B.d.A. j=1. Dannist V := min{W{Z), ... ,W{m)} die erste Wartezeit von (N§2) +...+
N™) und es gilt V ~ Exp(Ag + ...+ A,,). Wir erhalten

PWJ=1,W=t)=Pt =W <v)*2’ / P(V 2 0)Ae M dx
t

(o°] m
= / exp (—xz /li) e M* dx
; :

1=2
(0]
:/11/ e M dx
¢
_ A g
= /16 .

Damit ist (*) gezeigt. Fiir £ \ 0 folgt nun P(J = j,W1 =t) — P(J =), aber auch P(J = j,W; =
t)— 2, es gilt also P(J = j) = L. Dies beweist ii). Fiir i) gilt

. ®A .
P(J=j,Wizt)= e =P(J = j))P(W; = ),

also erhalten wir die Unabhéingigkeit auf einem Nn-stabilem Erzeugendensystem und sind
fertig. O

Beispiel 4.3.4 Bank
Wir betrachten eine Bank mit drei Eingédngen. Wir nehmen an, dass die Kunden durch diese
Eingénge poissonverteilt mit den Raten 11,112,153 kommen. Mit den Bezeichnungen des Satzes
4.3.2 folgt, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der erste Kunde durch den Eingang j
kommt, gerade #;Msi betragt. Fiir die durchschnittliche Wartezeit auf den ersten Kunden
gilt ferner

1
A +Ag+ A3 '
Die starke Markoveigenschaft aus Korollar 4.2.4 sichert hierbei, dass diese Formeln auch fir
alle weiteren Kunden gelten. |/

EW; =

Wir wollen uns auch noch mit der Frage beschiftigen, was passiert, wenn die Kunden in
Beispiel 4.3.4 auch Ein- oder Auszahlungen vornehmen.

Definition 4.3.5 Compound Process

Sei (V) ein homogener Poissonprozess mit Rate A. Ferner sei (Y},) eine Folge von i. 1. d.
Zufallsvariablen auf R, die von (N;) unabhéngig ist. Dann heif3t der Prozess (C;);>0, der
durch

Ni
Ct = Z YL'
=1

definiert ist, der Compound Process von (IN;) und (Y7).
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Jedes von (N;) gezdhlte Ereignis 16st eine ,,Aktion X;“ aus C; aus. Nun beschreibt C; die
Summe dieser Aktionen bis zur Zeit ¢. Im Beispiel 4.3.4 kann man Y; als Einzahlung des
i-ten Kunden betrachten, wobei Y;(w) < 0 einer Auszahlung entspricht. Dann beschreibt C; die
Bilanz dieser Vorgénge bis zur Zeit ¢ aus Sicht der Bank.

Satz 4.3.6
Sei N eine Ny-wertige Zufallsvariable und (Y,,) eine Folge von i.i. d. Zufallsvariablen, die
von N unabhingig ist. Wir setzen

N
C:= Z Yi.
i=1
Dann gelten die folgenden Aussagen:
i) Waldsche Identitit: Sind N,Y7 € %1, so gilt C € 1 und EC = ENEY;.
i1) Blackwell-Girshick: Sind N,Y; € %5, so gilt C € £, und

VarC = EN VarY; + Var N(EY;)?.

iii) Ist N ~ Pois(1) und N,Y; € %,, so ist C € % und es gilt EC = AEY; und VarC =
AEY?.

Beweis: Der Beweis wird zur Ubung iiberlassen. O

Beispiel Fortsetzung von Beispiel 4.3.4

Wir hatten uns bereits gefragt, was passiert, wenn man in Beispiel 4.3.4 auch Ein- und
Auszahlungen erlaubt. Wir nehmen daher an, dass Kunde i die Einzahlung Y; durchfithrt. Wir
fragen uns nun, wie die Bilanz der Bank zur Zeit ¢ aussieht.

Dazu sei N; ~ Pois(At) mit A = A1 + A9 + A3, die Y; seien i.i.d. und es sei C; := 25\21 Y;. Aus Satz

4.3.3 folgt dann EC; = AtEY; und VarC; = )LtEle, sowohl Erwartungswert als auch Varianz
verandern sich also linear mit der Zeit. Fir a = 0 gilt dann mit der Markov-Ungleichung

EC? MEY!+ A *t*(EY1)?

P(Ciza)<— -

Diese Abschitzung ist jedoch nicht besonders gut und kann stark verbessert werden. Fiir die
Verteilung von C; lasst sich auch explizit eine Formel angeben, die jedoch kompliziert und
héufig schwierig auszuwerten ist. //

Wir nehmen nun an, dass k& Ereignisse beobachtet wurden. Wie sieht dann die Verteilung der T';
aus? Das folgende Lemma 4.3.7 besagt, dass die bedingte Verteilung fiir T'; die Gleichverteilung
auf [0, ¢] ist.
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4.3. Weitere Eigenschaften

Lemma 4.3.7 Bedingte Verteilung von 7';
Sei (V;) ein homogener Poissonprozess mit Rate A. Dann gilt fiir 0 <s <¢

P(Tlssthzl):;

Beweis: Da T < s dquivalent zu N, = 1 ist, gilt mit Ny = 0, der Unabhéngigkeit der Zuwachse
und mit der Dichte der Poissonverteilung

P(T1<s,N;=1) P(N;~No=1,N;~N,;=0
P(T1$S|Nt:1): ( 1=85,/Vt )_ ( S 0 »4VE s )

P(N;=1) P(N;=1)
—As —s Oe—/l(t—s)
_P(stl)P(Nt—NSZO) ~ /lsci! (A2 )2)!
B P(N;=1) B Asg ¥
\ .
=2, O
t

Satz 4.3.8 Bedingte Verteilung von 7'¢,...,T},

Sei (V) ein homogener Poissonprozess mit Rate A. Dann hat die Verteilung der T1,...,T
unter der Bedingung N; =k, das heilit P((T,...,T3) € o | N; = k), auf R* die Lebesgue-
Dichte

LR R

k!
(t1,...,tp) — t_kl{OStls...StkSt}-

Dies ist die Dichte der Ordnungsstatistik von 2 unabhéingigen und auf [0, ¢] gleichverteil-
ten Zufallsvariablen.

Beweis: Wir werden den Beweis hier nicht fithren, da er konzeptionell einfach ist, aber eine
langere Rechnung erfordert. Nachzulesen ist er in [Meintrup04, Satz 10.27]. O
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4 Poissonprozesse

4.4. Inhomogene Poissonprozesse

Bisher war die Rate A konstant, also von der Zeit ¢ unabhéngig. Wir wollen nun untersuchen,
was passiert, wenn sie sich mit der Zeit dndert.

Definition 4.4.1 Inhomogener Poissonprozess

Sei (Ny):>0 ein rechtsstetiger, No-wertiger stochastischer Prozess und A: [0,00) — (0,00)
Lebesgue-integrierbar auf allen kompakten Intervallen. Dann heif3t (N;);>¢ ein nicht-
homogener oder inhomogener Poissonprozess genau dann, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

i) Es gilt Ny =0.
ii) Der Prozess (IN;) hat unabhéingige Zuwéichse.

s+t

iii) Fiir s,t =0 ist der Zuwachs Ng,; — N poissonverteilt mit der Rate / Muw) du.

S

Wir haben also die Charakterisierung aus Satz 4.2.1 verwendet, um von den homogenen auf
die inhomogenen Poissonprozesse zu verallgemeinern. Jeder homogene Poissonprozess ist
insbesondere ein inhomogener Poissonprozess mit konstanter Ratenfunktion A(¢) := A1y. Den
Nachweis zur Existenz und Eindeutigkeit echt inhomogener Poissonprozesse werden wir hier
nicht fithren und verweisen daher auf die Literatur.

Definition 4.4.2 Mittelwertfunktion
Ist (IV;) ein inhomogener Poissonprozess mit Ratenfunktion A, so heiflit m : [0,00) — (0, 00)
mit ¢ — EN; Mittelwertfunktion.

Satz 4.4.3 Eigenschaften der Mittelwertfunktion
Sei (N;) ein inhomogener Poissonprozess mit Ratenfunktion A und Mittelwertfunktion
m. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Die Mittelwertfunktion m ist eine Stammfunktion von A, also gegeben durch

t
m(t) :/ AMu) du.
0

ii) Die Mittelwertfunktion m ist streng monoton wachsend und stetig.

iii) Ist m* streng monoton wachsend und stetig, so existiert A* mit m™*(¢) = fot A*(u) du
fiir ¢ = 0, also definiert m* einen inhomogenen Poissonprozess mit Ratenfunktion
A*. Ferner ist m* Lebesgue-fast iiberall differenzierbar und es gilt (m*) = 1* fast
sicher, also ist A* fast sicher eindeutig.
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4.4. Inhomogene Poissonprozesse

Im Fall homogener Poissonprozesse gilt also m(#) = EN; = At und damit m' = A.

Beweis: Fiir i) beachten wir, dass N; = N; — Ny poissonverteilt mit Rate fot AMu) du ist. Dann

gilt m(t) = EN; = f(f Mu) du, da der Erwartungswert a-poissonverteilter Zufallsvariablen
gerade a ist.

Die strenge Monotonie in ii) ist mit i) klar, da A(¢) > 0 gilt. Fiir die Stetigkeit betrachten wir
fiir 0 <s <t < b das endliche Mal} @, auf R, welches die Lebesguedichte

Mu) falls u €[0,b]

0 sonst

hy(u) = {
besitzt. Dann gilt

t
m(t)—m(8)=/ Mu) du = Qp([s,t])

und wir erhalten die Stetigkeit von m aus der Stetigkeit von Q.

Ist m™ streng monoton wachsend, so spricht man davon, dass m* von beschrinkter Variation
ist. Es folgt, dass m™ fast iiberall differenzierbar mit den Eigenschaften aus iii) ist. Wir wollen
dies hier nicht ausfiihren und verweisen daher auf [Kestelman60] oder [Graves56]. O

Korollar 4.4.4 Compound Process
Sei (IV;) ein inhomogener Poissonprozess mit Mittelwertfunktion m. Dann gelten fiir den
durch

Ny
Ct = Z Yi
=1

definierten Compound Process von N; und einer von (N;) unabhéngigen Folge mit i.1i. d.
Zufallsvariablen Y; die folgenden Eigenschaften:

i) Ist Y7 € &1, so folgt C; € £ und es gilt

EC; =m@)EY;.

ii) Ist Y; € %5, so folgt C; € %5 und es gilt

VarC; = m(t)EY?.

Insbesondere sind ¢ — EC; und ¢t — VarC; streng monoton (oder konstant Null) und
stetig.
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4 Poissonprozesse

Beweis: Fiir den Erwartungswert erhilt man mit Satz 4.3.6

ECt = ENtEY]_ = m(t)EY1

Fiir die Varianz erhilt man wegen EX = a@ = Var X fiir X ~ Pois(a) wiederum mit Satz 4.3.6

VarC; = EN,;VarY; + Var N(EY1)? = m(t)EY 2. O

Korollar 4.4.5 Summen
Sind (N;D) und (N ;2)) unabhingige, inhomogene Poissonprozesse mit Mittelwert- und

Ratenfunktionen m; und A; bzw. mg und Ag, so ist (N ;1) +N ;2)) ein inhomogener Poisson-
prozess mit Mittelwertfunktion mq + mg und Ratenfunktion A1 + As.

Beweis: Fiir den Beweis, dass die Summe einen inhomogenen Poissonprozess definiert,
miissen wir die drei Eigenschaften aus Definition 4.4.1 nachweisen. Die erste Eigenschaft ist
jedoch klar und die zweite Eigenschaft konnen wir wie in Satz 4.3.1 zeigen. Die dritte und

letzte Eigenschaft ist eine dhnliche Rechnung wie im Beweis von Satz 4.3.1 und wird hier
nicht bewiesen. O

Beispiel Fortsetzung von Beispiel 4.3.4 — Teil 2

Wieder betrachten wir eine Bank, der erste Eingang sei nun jedoch gegeniiber einer Bushalte-
stelle, der zweite Eingang miinde in eine Fuigéngerzone und der dritte Eingang ist ein Zugang
zu einem Birohochhaus, dessen Angestellte zwischen 12 Uhr und 13 Uhr Mittagspause haben.
Die Rechnungen verlaufen dann analog zu denen bei homogenen Poissonprozessen. |/
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Wiener-Prozess

Im Jahr 1827 beobachtete Robert Brown die Bewegungen von Pollen in Wasser und
erkannte eine unregelméaflige Bewegung. Der Durchbruch in der Beschreibung dieses
Verhaltens gelang 1905 von Albert Einstein, unabhéngig von vorherigen wichtigen
Arbeiten zu diesem Thema, indem er die Warmebewegung der Molekiile im Wasser
betrachtete. Dazu musste er jedoch die Existenz eines stochastischen Prozesses
postulieren, die erstmals 1923 vom US-Amerikaner Norbert Wiener (*26.11.1894 —
118.03.1964) bewiesen wurde. 3
Wiener-Prozesse finden besonders in der Physik, in den Ingenieurs-Wissenschaften und in
der Finanzmathematik breite Anwendung. Im Gegensatz zu den Prozessen, die wir bisher
kennengelernt haben, sind Wiener Prozesse sowohl in der Zeit als auch im Zustandsraum
stetig.

5.1. Definition und einfache Eigenschaften

Definition 5.1.1 Wiener-Prozess
Ein R-wertiger stochastischer Prozess (W;);>o heillt Wiener-Prozess oder Brownsche
Bewegung, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) Es gilt Wy =0 P-fast sicher.
i1) Der Prozess (W;) hat unabhéngige Zuwéchse.
ii1) Die Zuwéachse W, ; — W; sind A (0, ¢)-verteilt fiir alle s =0 und ¢ > 0.
iv) Der Prozess (W;) ist stetig, P-fast alle Pfade sind also stetig.

Die Existenz eines stochastischen Prozesses, der i) — iii) erfiillt, ist mit dem, was wir bisher
kennengelernt haben, nicht besonders schwierig. Die Stetigkeit als zusétzliche Eigenschaft
stellt sich schwieriger beim Beweis der Existenz heraus.
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5 Wiener-Prozess

Man nennt einen stochastischen Prozess Lévy-Prozess, wenn die Zuwichse unabhéngig und
stationdr sind. Homogene Poissonprozesse und Wiener-Prozesse sind Beispiele hierfiir.

Die drei ersten Eigenschaften in Definition 5.1.1 legen die endlich-dimensionalen Randvertei-
lungen bereits fest und sichern damit die Eindeutigkeit. Wir werden dies spédter noch genauer
untersuchen.

Multivariate Normalverteilung

Wir wollen an dieser Stelle nochmals an multivariate Normalverteilungen erinnern und unse-
ren Kenntnisstand aus der Wahrscheinlichkeitstheorie erganzen. Fiir mehr Details verweisen
wir auf [Meintrup04, Kap. 7].

Sei € R? und 2 eine strikt positiv definite und symmetrische (d x d)-Matrix. Dann hat die
multivariate Normalverteilung A4 (u, %) die Lebesgue-Dichte

1 1 _
h(x)= ————exp|-—=(x - T x-p)|.
(271)2(det X)2 2
Fir X ~ JV([J,Z) mit X = (Xl,. . .,Xd) g’ilt EXi =l und COV(Xi,XJ') = EXin —EXiEXj = Zij
fir alle i, =1,...,d. Daher nennen wir £ auch Kovarianzmatrix.

Lemma 5.1.2
Es sei X ~ A (u,Y), dann sind die Komponenten Xj,...,X; unabhéngig genau dann,
wenn X eine Diagonalmatrix ist, wenn also X;; = 0 fiir alle i # j gilt.

Beweis: Der Beweis findet sich in [Meintrup04, Satz 7.33]. O

Satz 5.1.3
Eine Zufallsvariable X ist genau dann multivariat normalverteilt, wenn fir alle ¢ €
R\ {0} gilt, dass Z(ii=1 t; X; normalverteilt ist.

Beweis: Der Beweis findet sich in [Meintrup04, Satz 7.35]. O

Definition 5.1.4 GauB-Prozess
Ein stochastischer Prozess hei3t Gaull-Prozess, wenn jede endlich-dimensionale Rand-
verteilung multivariat normalverteilt ist.

Wir werden sehen, dass Wiener-Prozesse auch GauB3-Prozesse sind. Dies wollen wir im Folgen-
den naher diskutieren.
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5.1. Definition und einfache Eigenschaften

Lemma 5.1.5

Sei p: [0,00) = Rund I': [0,00) x[0,00) — R symmetrisch und strikt positiv definit, dann
gibt es einen Gaul3-Prozess (X;);>0 mit EX; = u(¢) fir £ = 0 und Cov(Xy,X;) =I'(¢,s) fir
t,s=0.

Ist (Y;) ein weiterer stochastischer Prozess dieser Art, so haben (X;) und (Y;) die gleichen
endlich-dimensionalen Randverteilungen.

Beweis: Wir werden den Beweis hier nicht fithren und iiberlassen ihn zur Ubung. O

Satz 5.1.6 Wiener-Prozess als Gaul3-Prozess
Sei (W;);>0 ein stochastischer Prozess. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) (Wy) ist ein Wiener-Prozess.

ii) (Wy) ist ein stetiger, zentrierter Gaul3-Prozess (es gilt also EW; = 0 fiir alle ¢t = 0)
mit der Kovarianzfunktion I'(s,?) = min{s, ¢} fur alle s,¢ = 0.

Beweis: Wir betrachten zunéchst i) = ii). Die Stetigkeit ist klar und fiir die Zentriertheit
betrachten wir EW; = E(W;—W;) = 0. Fiir beliebige ¢1 <tz <...<t, sind Wy, W;, - W,,...,W; —
W;,_, unabhéngig und normalverteilt. Die gemeinsame Verteilung ist dann multivariat normal.
Nach Satz 5.1.3 ist dann jede nicht-triviale Linearkombination der Zuwichse normalverteilt.
Dann ist auch jede nicht-triviale Linearkombination von W;,...,W; normalverteilt und wieder
mit Satz 5.1.3 folgt, dass (W;,,...,W; ) multivariat normalverteilt ist. Damit ist (W;) ein Gaufl3-
Prozess. Fiir s <t gilt

Cov(W;, W) = EW, W, — EW;EW, = EW, W, = E(W; — W, + W)W, = E(W; — W)W, + EWS2
= E(Wt - Ws)(Ws - WO) +s= E(Wt - WS)E(WS -Wy)+s

=S.

Wegen s < t ist I'(s,#) = min{s, ¢} = s und wir haben daher auch diese Eigenschaft gezeigt.

Fur ii) = i) ist die Stetigkeit klar, da wir diese voraussetzen. Ferner gilt EW, = 0 und Var W, =
Cov(Wy,Wp) = 0 und wir erhalten Wy = 0 P-fast sicher. Nach Satz 5.1.3 ist jeder Zuwachs
Wi+ — W normalverteilt und es gilt E(W,,; — W,) =0 und

Var(W,; — Wy) = EW,,; — W,)? = EWZ,, - 2EW,, ; W, + EW?
=I'(s+t,s+¢t)—2I(s+¢t,8)+1(s,s)=s+t—2s+s
= t,

also gilt Wy — Wy ~ A(0,t). Sei nun 0 < g <... < t,. Da wir einen Gaul3-Prozess haben,
ist (Wy,,...,W; ) multivariat normalverteilt und mit Satz 5.1.3 folgt, dass jede nicht-triviale
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5 Wiener-Prozess

Linearkombination der Komponenten normalverteilt ist, damit auch jede nicht-triviale Line-
arkombination von Wy, , Wy, —W;,,...,W; —W;  normalverteilt und wieder mit Satz 5.1.3 ist
daher (W, ,W;, = W;,,...,W; —W; ) multivariat normalverteilt. Fiir i < j gilt ferner
COV(Wti - Wti—l’Wtj - Wtj—l)
= E(Wti - Wti_l)(Wtj - Wtj_l)
= EWtthj - EWtthj—l - EWti_1Wtj + EWti_thj_l
= COV(Wti , Wtj) — COV(Wti y Wtj—l) — COV(“QF1 , Wtj) + COV(Wtii1 y Wtj—l)
=T(t;,t;)—-T(t;,t;—1)—T(ti—1,t;) +T(ti-1,¢-1)

=t;—t;—t;+i;
=0.
Damit sind die Zuwéchse nach Lemma 5.1.2 unabhéngig. O

Korollar 5.1.7
Ist (Wy):>0 ein Wiener-Prozess, so sind auch die folgenden Prozesse Wiener-Prozesse:

1) (=Wp)i=0.
i1) (Weyp — W) fiar festes s = 0.

1
1ii) (—Wczt) fur festes ¢ > 0.
¢ =0

iv) (Wto - Wto—t)tE[O,to] fiir festes to>0.

Beweis: Der Beweis wird zur Ubung iiberlassen. O

Korollar 5.1.7 besagt also unter anderem, dass der Neustart zur Zeit s wieder einen Wiener-
Prozess ergibt, dass ein Prozess in der Zeit umskaliert werden kann und, bis auf einen Faktor,
die Trajektorien gleich aussehen.

Lemma 5.1.8
Es sei (X;) ein stochastischer Prozess mit Xy = 0. Dann sind die folgenden Aussagen
Aquivalent:

i) Der Prozess (X;) hat unabhéingige Zuwichse.

ii) Far alle ¢t = s =0 ist X; — X von 0(X, : r < s) unabhéngig.

Beweis: Wir betrachten i) = ii) und fixieren O0<s<¢. Firn=1und 0<sp<s1<...<s, =8
gilt dann

0(Xs0, X5, Xs,) =0( X5, X, — X5, X, — X, 1)
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Diese o-Algebra ist nach Voraussetzung von X; — X; unabhingig. Damit erhalten wir, dass
(e, 0)
U {Xs0: X550, Xs,):0<50<81<...<sp, =5}
n=1

von X; — X; unabhingig ist und dies ist aullerdem ein N-stabiles Erzeugendensystem von
oX,:r<s).

Die Richtung ii) = i) ist klar. O

Korollar 5.1.9 Markov-Eigenschaft
Sei (W;) ein Wiener-Prozess und s = 0. Dann ist der Wiener-Prozess (W, ; — W);>0 von
o(X, :r <s) unabhingig.

Beweis: Dass tatsichlich ein Wiener-Prozess vorliegt folgt aus Satz 5.1.7, die Unabhéngigkeit
folgt mit Lemma 5.1.8. O
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5 Wiener-Prozess

5.2. Existenz des Wiener-Prozesses

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass Wiener-Prozesse tatséachlich existieren. Dazu
werden wir zeigen, dass gewisse stochastische Prozesse eine stetige Version besitzen und
zentrierte Gaul3-Prozesse mit der Kovarianzfunktion I'(s,¢) = min{s, ¢} gehoren hier dazu. Der
Wiener-Prozess ist dann die stetige Version dieses Gaul3-Prozesses.

Definition 5.2.1 Holder-Stetigkeit
Sei I c R ein Intervall f: I — R. Dann heif3t f lokal Holder-stetig mit Ordnung y >0
genau dann, wenn fiir alle x € I ein ¢ > 0 und 6 > 0 existieren, so dass

f-f@l<cly-z|"

fiir alle y,z € I mit |[x—y| < und |x—z| < 6 gilt.

Ferner heifit f Holder-stetig mit Ordnung y, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass
If()-f@l<cly—=zI"

fir alle y,z € I gilt.

Fir y = 1 ist dies Lipschitz-Stetigkeit, Holder-Stetigkeit mit der Ordnung y > 1 impliziert, dass
[ konstant ist. Es gibt Holder-stetige Funktionen, die nicht Lipschitz-stetig sind, zum Beispiel
V¢ [0,00) = [0,00). Lokale Hélder-Stetigkeit impliziert ferner Stetigkeit.

Lemma 5.2.2
Sei f: I — R lokal Holder-Stetigkeit mit Ordnung y. Dann gelten die folgenden Aussagen:
i) Die Abbildung f ist Hélder-stetig zur Ordnung y’ fiir alle y’ € (0, y].
ii) Ist I kompakt, so ist f Holder-stetig mit Ordnung y.
iii) Ist I beschrankt mit Liange T und gibt es 6 >0 und ¢ > 0 mit

f—-f@l<cly—zI"

fiir alle y,z € I mit |y —z| < 8, so ist f Holder-stetig der Ordnung y mit ¢’ := ¢ (%)l_y.

Beweis: Die erste Eigenschaft ist klar.

Fiir ii) geben wir ein typisches Kompaktheitsargument an: Schreibe ¢, und 6, fiir die Konstan-
ten in Definition 5.2.1, dann bilden die B(x,8,) fiir x € I eine offene Uberdeckung von I. Dann
existieren x1,...,%, € I mit I cU?_; B(x;,6,,) und ohne Einschréankung sei x1 <xg2 <... < xp.
Beachte nun, dass die Ungleichung fiir die lokale Holder-Stetigkeit auf B(x;,0,;) global gilt
mit den Konstanten c,; und é,,. Wir nehmen weiter ohne Einschrankung an, dass x1,...,x,
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5.2. Existenz des Wiener-Prozesses

minimal ist in dem Sinne, dass keine dieser x; weggenommen werden kann, ohne die Uber-
deckungseigenschaft zu verletzen. Wir setzen nun ¢ := %mini X +0x; —(xi41—04,,,), fur alle
x € I existiert dann ein i € {1,...,n} mit B(x,6) c B(x;,0y;). Fir y,z € I mit |y —z| <6 gilt dann
¥,z € B(x,0) mit x := y2ﬁ Dann gilt die definierende Ungleichung der Holder-Stetigkeit mit
der Konstanten c,,. Setzen wir ¢’ := max; c,,, so erhalten wir dies global. Umgekehrt gilt fiir
y,zel mit [y—z|=6

ly—zl\"
fF)—F@I=2flloo =21f 5 ,
insgesamt setzen wir also ¢’ := max{cy,,...,¢x,,2f o0~ "} und erhalten Holder-Stetigkeit.
Fiir iii) sei n := [%] , was der Anzahl der Intervalle der Linge 6 in I angibt. Fiir y',z’ € I gilt
I
y -z <é.
n

Damit gilt fir y,z € I und ohne Einschrankung y < z durch Bilden einer Teleskopsumme und
der Dreiecksungleichung

I (y)—f(2)]

k k-1
f(y+(y—z)—)—f(y+(y—z) )‘
n n
Y
c

n
23
k=1
n
3
k=1

1
(y—2)—
n

=cn'y-2z|". O

Satz 5.2.3 Kolmogorov-Chentsov
Sei (X;);>0 ein R-wertiger stochastischer Prozess, fiir den es Konstanten a, 8,c > 0 gibt
mit

|t_s|1+ﬁ
P(X;-X;|ze)sc— (*)

ga
fiir alle s,# = 0 und € > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Es existiert eine Version (X;);=¢ von (X;);=0, die P-fast sicher lokal Holder-stetige
Pfade mit Ordnung y fiir 0 <y < g hat.

ii) Fir jedes 0<y < g und alle € >0 und 7 < co existiert ein £ > 0 mit

P(IX;—Xs|<klt—s|" Vseom) = 1-¢.

Die Ungleichung in (*) bedeutet im Wesentlichen, dass X; im a-ten Mittel Holder-stetig ist.
Die erste Aussage des Satzes liefert die Existenz einer Holder-Konstante fiir jeden Pfad, der
zweite Teil besagt, dass fiir viele Pfade die selbe Konstante gewéhlt werden kann.
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5 Wiener-Prozess

Es gibt Verallgemeinerungen des Satzes, in denen die R-Wertigkeit durch % -Wertigkeit
ersetzt werden kann, falls & ein vollstandiger metrischer Raum ist. Die Zeit ¢ kann durch
mehrdimensionale Indexbereiche ersetzt werden, wobei 1+  dann zu d + § wird.

Beweis: Zunichst werden wir zwei Vereinfachungen vornehmen. Es genitigt, die Existenz von
lokal Hélder-stetigen Versionen auf [0, T'] fir alle T' > 0 zu zeigen. Dazu sei (X tT )i=0 eine lokal
Holder-stetige Version auf [0,T']. Fur S,T > 0 sind dann nach Satz 1.2.6 (X tT ) und (X tS) auf
[0, min{S, T'}] nicht unterscheidbar. Daraus folgt, dass fiir Qg 7 := {w : Jsec[0,927) Mit XtT (w) #
X3 (w), XT(w) und X5(w) lokal Holder-stetig} gilt, dass P(Qg 1) = 0 ist. Damit ist auch Qq, :=
Us,7eN Qg7 eine Nullmenge. Wir setzen nun Xi(w):= Xf(w) fur w € Q\ Q. Fiir s,¢ €[0,00)
mit s <t gibt es dann 7' mit s <¢ < T und es folgt

|%u@) - ()] = | X{(0) - Xi(@)] = |x] @ - XT (@),

woraus man unmittelbar die Abschatzung der Holder-Stetigkeit gewinnen kann. Als weitere
Vereinfachung wollen wir begriinden, dass es sogar geniigt, lediglich T' = 1 zu betrachten.
In den anderen Fillen kann die Zeit auf [0,1] umskaliert werden, da dies nicht die lokale
Holder-Stetigkeit dndert.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass (X;) auf den
Zahlen in [0,1]NnQ mit endlicher Binéirdarstellung lokal Holder-stetig ist. Da diese Zahlen dicht
in [0,1] liegen, gibt es dann eine lokal Holder-stetige Fortsetzung (X,), die sich als gesuchte
Version herausstellen wird. Dazu sei n e Nund k €{1,...,2"}, dann gilt

¢ 27n+H)
P(Xpo-n _X(k—1)2*n| =27 <¢

= .27 +h-an), (*%)
9-ayn

Wir setzen nun

A, = { max |Xpo—n _X(k—l)Z‘"l = 2—Yn}’

kell,....2n}
o0 (o]
B,:=|JAn und N:=limsupA,=[)B,.
m=n n—00 n=1

Wir wollen nun zeigen, dass P(NN) = 0 gilt. Mit (**) folgt hierzu

2”
P(A,)< ) P(Xpen—Xp-12n227)
k=1
<ec- 2n—n(1+,5—ay)

=c.27Mbmam),
Wegen y < g folgt weiter
o0 o0
Z PA,))<c Z 2 b-ay) £ o,
=

n=1 =1
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5.2. Existenz des Wiener-Prozesses

Mit dem Satz von Borel-Cantelli folgt dann P(N) = P(limsup A ,) = 0. Nun betrachten wir Q\ N
und fixieren daher w € Q\N. Dann ist w € QO\N =Q\ (N2, U%_, Am) =U2, (AN, Ar),
also existiert no mit w ¢ U —, A, =B,,. Nach Konstruktion folgt dann

m=ng m
1 Xpo-n(w)— Xp-1)2-n(w) <277 (%)

firallen=nound £ =1,...,2".

Wir betrachten nun die dyadischen Zahlen mit endlicher Darstellung, d. h. es sei D,, :={k27™:
k=0,...,2"}und dann D :=U’_; Dy,. Unser Ziel ist es, (***) auf D zu verallgemeinern. Dazu
beachten wir, dass jedes t € D,, eine eindeutige Bindrdarstellung

t=) bi(1)2"
i=0

mit geeigneten b;(¢) € {0, 1} besitzt. Fiir ¢ € D,, mit ¢t < 27" fiir m = n gilt ferner b;(¢) = 0 fir
alle i =0,...,n. Dies folgt, da 27" >t =Y" b;()27 2 b;+(1)27" gilt, also muss b;+(¢) = 0 fiir
i* <n sein.

Sei nun m =2n =>ng und s,t € D;,, mit s<t<s+27",d h.esgilt 0<t-s<2". DaD,
eine Partition von [0,1] der Feinheit 27" definiert, gibt es ein u € D, mit u <s<u+2™"
und u <t <s+27" <u+2" Damit folgt 0<s—-u <2 und 0<t—u <2 ™D Fir die
Binardarstellung von t —u € D,, und s —u € D, folgt nun

bi(s—u)=b;(t—u)=0

fur alle i < n. Wir setzen nun ¢; := u + Zi:n bi(t—u)2 i firl=n-1,...,m. Dann gilt t,_1 = u,
tm=t,t;€D;und |t; —t;_1] < 27'. Wir erhalten nun schlieBlich

X () - Xy = Y Xy () - Xy (@)<Y 27"
l=n l=n
27T

1-277r°

Analog erhalten wir auch
—yn

| Xs(w) - Xy ()| < 1—971

Firm=n=nound s,t € D, mit |s—¢| <27" folgt also

| Xs(w)—X(w)] = 27", ()

1-277
—
=:c

Der in (****) auftauchende Faktor (27")" muss nun noch durch |s —¢|’ ersetzt werden, um

Holder-Stetigkeit zu erhalten. Dazu seien s,t € D mit [s — ] <270 fiir ein ng, wobei dieses
no maximal gewihlt sein soll, es gilt also |s — ¢ > 270+D = 9770-1 Fiir n = ng gilt dann
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5 Wiener-Prozess

|s—¢| >27""L. Ferner gibt es ein m = 1 mit s, ¢ € D,, und ohne Einschrinkung sei m = n. Damit
gilt

sk

( )
1X () — Xy(w)] < 2770 = g2Ya~(o+ Dy < 9V gs — 4|7

Mit anderen Worten haben wir auf Intervallen der Lange 270 also y-Holder-Stetigkeit. Mit ei-
ner analogen Argumentation wie in Lemma 5.2.2 iii) existiert eine Konstante % = 2720 +11-7)
mit

1Xs(@) - Xy()| < kls —¢t|”

fir alle s,t € D. Der betrachtete Pfad ist also global Hélder-stetig auf D. Da D < [0,1] dicht ist,
existiert eine Holder-stetige Fortsetzung X (w) von X(w) auf [0, 1].

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass der so gefundene Prozess X eine Version von X ist. Fiir
t € D gilt nach Konstruktion P(X; # X;) = P(N) = 0. Fiir ¢ ¢ D mit (¢,) <D und ¢, — ¢ folgt

P(X;#X)=P(X, # lim X;,)=0,

da wir X; — X, stochastisch aus (*) erhalten.

Nun kommen wir zur zweiten Aussage. Sei € >0 und n =1 so grof}, dass

PB,)< Y P(Ay)<c ) 27 <,

m=n m=n

erfillt ist. Fir w ¢ B, folgt dann mit der obigen Rechnung
1X(w)— X () < kls—t|"

fir alle s, €[0,1]. Durch eine Transformation kann man dies auf allgemeine T erweitern. [

Korollar 5.2.4 Existenz des Wiener-Prozesses
Es existiert ein Wiener-Prozess. Ferner haben je zwei Wiener-Prozesse die gleichen
endlich-dimensionalen Randverteilungen. SchlieB3lich sind fast alle Pfade eines Wiener-

Prozesses lokal Holder-stetig zur Ordnung y fiir alle y € (0, 3).

Beweis: Fir die Existenz zeigen wir zunichst, dass ein zentrierter Gaull-Prozess mit Kovari-
anzfunktion I'(s,?) := min{s, ¢} fiir alle s, € R existiert. Im Hinblick auf Lemma 5.1.5 zeigen wir
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5.2. Existenz des Wiener-Prozesses

zunichst, dass I' strikt positiv definit ist. Dazu seien ¢1,...,t, € [0,00) paarweise verschieden
und a € R" \ {0}, dann gilt

n n o0
Y aiaiT(t,t)= ) aiaj/ 110,£1(x) 1[0 ¢;1(x) dx
i,j=1 i,j=1 0

X n
= / > @il 1(x)10,;1(x) dae
0

1,j=1
o n 2
:/ (Z ail[o,ti](x)) dx
0 =1
=>0.

Da fiir paarweise verschiedene ¢1,...,t, die Familie (1jg¢,);=1,.. » linear unabhéngig ist, folgt
> a;1j0:,1 = 0 A-fast sicher genau dann, wenn a1 = ... = a, = 0 gilt. Da wir genau solche
a jedoch ausgeschlossen haben, ist obiges Integral sogar strikt positiv. Nach Lemma 5.1.5
existiert also ein zentrierter Gaull-Prozess mit Kovarianzfunktion I'. Wir wollen nun noch eine
stetige Version von (X;) finden, die dann nach Satz 5.1.6 einen Wiener-Prozess liefert. Dazu
beobachten wir, dass der Beweis von Satz 5.1.6 nicht die Stetigkeit verwendet hatte, also sind
die Zuwichse von (X;) unabhéingig und X; — X, ist A4(0,¢ — s)-verteilt fiir ¢ = s, insbesondere
ist also X1 = X1 — X ~ A4(0,1). Fiir n = 1 erhalten wir damit

EX;-X)*" =E(Vt-sX1)*" = (t - 8)"EX>" =:(t —5)"cp,.
Mit der Markovungleichung erhalten wir dann

E|X; - X |*" |t —s|"
=C .

P(X;—-Xsl=ze)=< o2n n e2n

Setzen wir nun 1+ 8 =n und a = 2n, so besitzt (X;) nach Satz 5.2.3 eine y-Holderstetige

. .. B _ n-1 1
Version fiiry < = %5= — 5. O]

Definition 5.2.5 Holder-Stetigkeit in einem Punkt
Eine Funktion f: I — R fiir ein Intervall I heiflit Holder-stetig der Ordnung y > 0 im
Punkt xy € I genau dann, wenn es c,d > 0 gibt, so dass fiir alle x € I mit |x —xg| < gilt:

If (x) — f(x0)| < clx —xol”.

Lokale Holder-Stetigkeit impliziert insbesondere Holder-Stetigkeit in allen Punkten. Ist f in
xo differenzierbar, so ist f auch 1-Holder-stetig in x.
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5 Wiener-Prozess

Satz 5.2.6 Irregularitiat der Pfade (Paley-Zygmund)

Fir y > % sind die Pfade eines Wiener-Prozesses fast sicher in keinem ¢ = 0 Holder-stetig
zur Ordnung y. Insbesondere ist fast sicher jeder Pfad eines Wiener-Prozesses nirgends
differenzierbar.

In der Analysis werden Funktionen, die stetig, aber nirgends differenzierbar sind, als Skurrili-
tat angesehen und nur exemplarisch behandelt, bei den Wiener-Prozessen sind sie hingegen
Normalitat.

Beweis: Es gentigt, 7' =[0,1] zu betrachten. Fiir £€ T und y > % definieren wir

H,;:={f: T — R| [ stetig und y-Holder-stetig in ¢}

und

Hy = U Hy,t-
teT

Wir wollen zeigen, dass W(w) ¢ H, fiir fast alle w gilt. Dazu sei t € T und f € H, ;. Ferner sei
0 >0 und ¢ >0 mit

ls—t|<b = If@)—Ffs) <clt—s]|.

Wir wihlen nun % > % und setzen ng := [%1, fiur i = [¢,] +1und [ €{0,...,k — 1} sowie
n = ng gilt dann

(=) ) b () el oo (57

n n

Esgilt |¢,] +1+(k—1)+1=[t{,] + %k + 1 und daher folgt

+1+1 ¢ k+1
’ _t]sﬂ+__t'
n n n
t E+1
< L”J—t‘+—
n n
lt,] k+1
=t- +—
n n
th,—1 k+1 1 k+1 Ek+2
<t- + =—+ =
n n n n n
<9.

Insgesamt erhalten wir damit

‘f(i_'_’l:l)—f(i:;l)‘S2c(k;2)y.
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5.2. Existenz des Wiener-Prozesses

Fir N > 2¢(k +2) gilt also

k1 i+1+1
feEANi =) {g:'g( P

=0

i+1 )
g
n
Wir setzen nun Ay, := U_; AN n,i» AN := (nznoAN,» und schlieBlich A := Uy_; An. Fir
f € AN, fiir alle n = ng haben wir gezeigt, dass f € Ay fiir unser gewéhltes N gilt und dass

dann f € A gilt. Insgesamt erhalten wir damit H, c A. Jetzt wollen wir zeigen, dass die Pfade
fast sicher nicht in A liegen. Dazu betrachten wir

SNn_Y}.

.....

- (P(|W%| an—Y))k
- (Pawi1 = NnTh)
i

Damit erhalten wir nun

Pw:Ww)eAy)=P

m=ny

w:Wwe N AN,m)

< lim P (a) Ww)e () AN,m)

m=n

<limsupP(w: W(w) € AN m)

n—oo

n
<limsup Z Plw:Ww)eAnN i)

n—oo ;-1

<limsup2n (Nn"”’%)k =0

n—o0

fiir alle N = 1 und wegen £ > 23—_1, so dass schlieBlich P(W(w) € A) = 0 folgt. O
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5 Wiener-Prozess

5.3. Die starke Markoveigenschaft

Bis jetzt haben wir gesehen, dass (Ws,; — Ws);>0 ein Wiener-Prozess ist, der von & :=o(W, :r <
s) unabhingig ist. Wir wollen dies nun auf Stoppzeiten verallgemeinern.

Definition 5.3.1 Stoppzeit
Sei F = (F)=0 eine Filtration und 7: Q — [0,00]. Dann heifit T & -Stoppzeit genau dann,
wenn {1 <t} € &, fur alle ¢ = 0 gilt.

Beispiel 5.3.2  Passierzeit von Wiener-Prozessen
Fir a e R ist 7, :=inf{t = 0 : W; = a} eine Stoppzeit. Den Beweis, der die Stetigkeit der Pfade
verwendet, iiberlassen wir zur Ubung. //

Analog zu Definition 5.3.1 wollen wir auch andere bereits aus fritheren Kapiteln bekannte
Begriffe definieren:

* Der Prozess (X;) heif3t an die Filtration & = (%;);>¢ adaptiert, falls {X; € B} € &, fiir alle
t =0 und B € 4 gilt.

* Sei 7 eine endliche & -Stoppzeit und (X;) ein an & adaptierter Prozess. Dann setzen wir
X:: Q— R mit X (0) := X;(y)(w) fir w € Q.

* Die o-Algebra der 7-Vergangenheit ist definiert durch

Fr={Aed An{t<t}e€F Vol

Im zeitdiskreten Fall ist X; auch %;-messbar. Im zeitkontinuierlichen Fall gilt dies im Allge-
meinen jedoch nicht. Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 5.3.3 Progressiv-Messbarkeit

Ein stochastischer Prozess X = (X;);>0 heillt & -progressiv-messbar genau dann, wenn
die Abbildung

Qx[0,t] - R,
(w,8)— Xs(w)

Z; @ B([0, t])-messbar fiir alle ¢ = 0 ist.

Mit anderen Worten fordert man also gemeinsame Messbarkeit in w und s. Ist (X;) &-
progressiv-messbar, so ist (X;) insbesondere & -adaptiert.
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Lemma 5.3.4

Ist (X;) & -adaptiert und links- oder rechtsstetig, so ist (X;) auch progressiv-messbar.
Insbesondere sind Wiener-Prozesse, homogene Poissonprozesse und inhomogene Poisson-
prozesse progressiv-messbar.

Beweis: Wir behandeln hier nur den rechtsstetigen Fall und nehmen ohne Einschrankung
t =1 an. Definiere nun

X(rpzn(w) firse[j27,(+127),j=0,...,2" -1

Y, (w,s):= {
Xs(w) flll" s>1

Da (X;) rechtsstetig ist, folgt lim, ., Y, (w,s) = X(w) fir (w,s) € Q x [0,00). Wir zeigen noch,
dass Y, |QX[0 " messbar beziiglich %1 ® 48([0, 1]) ist. Dazu betrachten wir

on-1
{Y,,eB}= U {X(j+1)2-» € B} x 27", (j+1)27")u{X; e B} x {1}
j=0

€ F1 0 AB(0,1]). ]

Satz 5.3.5 Messbarkeit von X;
Sei &F = (%) eine Filtration, X = (X;) sei ein &-progressiv-messbarer stochastischer
Prozess und 7 eine & -Stoppzeit. Dann ist X; Z;-messbar.

Beweis: Sei Bc % und t = 0. Wir wollen zeigen, dass {X; € B} n {1 < t} € &, gilt, diese Menge
ist aber darstellbar als {X;; € B}n{r < ¢} und es gilt {1 < ¢} € F;, es geniigt also {X;,; € B} €
zu zeigen. Da 7 At <t eine Stopzeit ist, konnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass
T <t gilt, zeigen also {X; € B} € %;, also die %;-Messbarkeit von X;. Dazu betrachten wir
v: Q—Qx[0,t] mit v — (w,7(w)). Fir A € #; und u <t gilt nun

{veAx[0,ul}={weQ:weAund 1(w) <su}=An{r <u} e,
eF T,
u<Ft

also ist 1 messbar bezuglich (%;, %; ® 4([0,t])). Ferner gilt X; = X oy und da X beziiglich
(F; ® B(10,t]), B) messbar ist folgt daher, dass X; als Komposition (%;, %)-messbar ist. O

Satz 5.3.6 Starke Markoveigenschaft des Wiener-Prozesses

Es sei (W;);>0 ein Wiener-Prozess mit natiirlicher Filtration & =(%;) und 7: Q — [0, 00]
eine fast sicher endliche & -Stoppzeit. Dann ist (X;);>¢ definiert durch X; := W;,, - W;
fiir ¢ = 0 ein Wiener-Prozess, der von %; unabhingig ist.
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5 Wiener-Prozess

Ist 7 = t( konstant, so entspricht dies der einfachen Markoveigenschaft aus Korollar 5.1.9.

Beweis: Wir wollen folgende Identitiaten fur alle t1 <...<¢,,n =1, A€ %" und B € &;
zeigen:

P(X,,....,X;)eAundB) D P(X,,...,X;)€A)-P(B)
@ 9

P((W,,,...,W, )€ A)-P(B)

Ist dies gezeigt, so folgt die Unabhangigkeit aus i) und da (W;) und (X;) nach iii) die selben
Randverteilungen besitzen, ist (X;) ein zentrierter Gaull-Prozess mit Kovarianzfunktion
I'(s,t) = min{s, #}. Da (X;) offensichtlich auch stetig ist, folgt nach Satz 5.1.6 also, dass (X;) ein
Wiener-Prozess ist. Der Beweis von i) — iii) erfolgt nun in zwei Schritten:

Im ersten Schritt nehmen wir an, dass 7 nur abzéhlbar viele Werte annimmt. Sei 7(2) also
abzidhlbar und (s,),>1 eine entsprechende Abzédhlung. Fiir n =1 und B € %; gilt dann
Bn{r=s,}=Bn{r <s,in{r =s,},
[ —7
€Fs,
der letzte Teil lasst sich als {t = s,} = {T = 5,} \Us,, <5, {T < sp} schreiben ldsst. Nun ist {r <
spt € Fs und {1 < sp} € F; < F, ,insgesamt also BNn{r =s,} € &, . Auf {r = s,} gilt nun

X = WtH W, =Wy, — W, = Yt("). Beachte, dass (Y),~( ein Wiener-Prozess ist, der nach
Korollar 5.1.9 von %, unabhiéngig ist. Nun folgt

P((X,,...,X;,)€eAund B) = Z P((X;,,...,X;,)eAund Bn{r =s,})

n=1

= Z P(Y,",....,Y”)e A und BN it =s,))

t1

8

= Z P(Y,",....Y ") e AP(B T =5,})
n:
Z P(Wy,,..., W, ) e A)P(BN{T =s,})
n=1
=P((W;,,...,W; )e A)P(B).
Damit ist iii) gezeigt. Setzt man B := Q, so folgt auch ii).
Im zweiten Schritt sei 7 allgemein. Fiir n € Ny sei 7, := Zk 0 2n 1{k2 n<r<(k+1)2-n) Und Tp(w) :=
oo, falls 7(w) = oo ist. Offensichtlich ist 7,(2) abzahlbar. Zu zeigen ist also, dass 7, eine

Stoppzeitist. Fur0<t <2 ™ gilt {r, <t} =@ € ;. Fur 27" <t gibt es ein £y = 0 mit (ko+1)27" <
t <(ko+2)27". Dann folgt

k k
{rnst}:Lj{r k+1} LOJ{ k27" <t <(k+1)27"}
k=0 -

= v~

EF (121

€ g(k0+1)2—n C gf}.
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Ferner ist 7,, = 7 und 7,, \, 7. Fiir n € Ny setzen wir nun Yt(”) :=Wiyr, — W, , dann ist Yt(n) ge-
mal dem ersten Schritt ein Wiener-Prozess. Da Wiener-Prozesse stetig sind, folgt Yt(n R ¢ ¢
P-fast sicher. Ferner sei B € %; c %;, , mit dem ersten Schritt folgt dann P((Yt(ln), ... ,Yt(;f)) €
A und B) = P(Wy,,...,W;, )€ A)P(B). Da P-fast sichere Konvergenz die Konvergenz in Vertei-
lung impliziert, folgt insgesamt

P(X,,,...,X;,) € AP(B) = P(Wy,,...,W, )€ A)P(B).

Damit ist wieder iii) gezeigt und ii) folgt wiederum mit B = Q). O
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5.4. Das Reflektionsprinzip

Wir betrachten fiir a > 0 die erste Passierzeit 7, := inf{t = 0 : W; = a} und wollen untersuchen,
wie die Verteilung oder Verteilungsfunktion von 7, aussieht. Wegen P(W; = a) = 0 gilt zunéchst
PGty <t)=P(ta<t,W;=za)+P(1, <t,W;<a). Ferner gilt P(r, <t,W;=a)=P(W; =a), da mit
Wy = 0 P-fast sicher und der Stetigkeit der Pfade folgt, dass {W; = a} c {1, < ¢} gilt. Fiir den
zweiten Summanden wollen wir nun eine heuristische Betrachtung durchfiihren:

W,

Ta

Abbildung 5.1.: Der Prozess wird in 7, neugestartet und ist dann um a gewissermalien
symmetrisch.

Wir starten den Wiener-Prozess in 7, neu, nach Satz 5.3.6 ist die Zukunft dann von der
Vergangenheit bis 7, unabhéngig. Der neugestartete Wiener-Prozess ist zudem gewissermalflen
um die ¢ symmetrisch, d.h. W und —W sind Wiener-Prozesse. Damit ist

P(ta<t,Wi<a)=P(t,<t,Wy<a)=P(1,<t,W;=a)=P(W;=a)=PW, =a).

Insgesamt gilt also P(r, < t) = 2P(W; = a). Die markierte Gleichheit bei L ist so jedoch nicht
begriundbar, da Symmetrie eigentlich eine andere Eigenschaft ist. Um dies zu reparieren,
benétigen wir den folgenden Satz.

Satz 5.4.1
Mit den obigen Bezeichnungen ist (W;);o definiert durch

t=

- W; falls t < 1,
2a —W; sonst

ebenfalls ein Wiener-Prozess.

Beweis: Wegen Satz 5.3.6 definiert X; := W;,; — W, einen von .%; unabhingigen Wiener-

Prozess. Damit haben X := (X;), (—X;) und W := (W;) die selben Verteilungen und es gilt

'Y _x "4 Ferner ist X von der Z;,-messbaren Zufallsvariablen 7, unabhingig. Wegen
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Tq NS =T, fur s 20 gilt F#; As € F;, und damit ist Y := (W;_as)s=0 nach Satz 5.3.5 und Lemma
5.3.4 ein (F;_ ps)s=0-adaptierter Prozess. Wegen &, s © %;_ ist dann X von Y unabhéngig und
da (Y,7,) von X bzw. —X unabhingig ist, erhalten wir

Y,7.,X) 4 v, 7,,-X). (*)

Wir betrachten nun Cj := {g € C([0,00)), g(0) = 0} und v : C([0,00)) x [0,00) x Cy — C([0,00))
definiert durch

€3] fallst<t
W(Fotog) =1 :
f(to)+g(t—tyg) fallst=¢t
fir alle ¢ = 0. Mit (*) erhalten wir dann ¥(Y,7,,X) 'd] w(Y,74,—X). Ferner ist
W, falls t <
w(YaT(I’X): ! o Ta
Wy, + X, fallst=1,
=(Wii=0
und analog
W, falls t <
W(Y)T(M_X): i 4 fa
W, — X, fallst=1,

=W, Wi it—r, t Wr, =2a - W;
= (Wy)e=o.

Damit besitzen (W;) und (W;) die gleichen Verteilungen und daher ist (W;) ein zentrierter
GauB3-Prozess mit der Kovarianzfunktion I'(s,¢) = min{s,#}, der nach Konstruktion stetige
Pfade besitzt, also ist er ein Wiener-Prozess. O

Satz 5.4.2 Reflektionsprinzip
Sei (W;) ein Wiener-Prozess und 7, die erste Passierzeit fiir ein ¢ > 0. Dann gilt

P (m[gx]Ws > a) =P@a,<t)=P(W;|=a)=2P(W;=a)
sel0,2

=1-4(0,t)[-a,al.

Man kann ferner zeigen, dass P-fast sicher 7, < co gilt, was unmittelbar aus den Aussagen
des Satzes folgt. Die Dichte von 7, ldsst sich auch bestimmen, hierzu verweisen wir auf
[Meintrup04, Satz 13.9]. SchlieBlich lidsst sich auch Et, = oo zeigen.

o Satz 5.4.1 wird haufig ebenfalls oder alternativ Reflektionsprinzip ge-
nannt.
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Beweis: Man kann leicht zeigen, dass {1, <t} = {maxse[oyt] W, = a} gilt. Damit reicht es, zu
zeigen, dass

P (max W, = a) =2P(W;=a)
s€[0,¢]

gilt. Dazu sei (W;) der Wiener-Prozess aus Satz 5.4.1. Dann gilt {W; = a}  {W; < a} und analog
fiir > und <, denn fiir W, = a gilt 7, <t und damit W, = 2a — W; < 2a —a = a. Ferner erhalten
wir eine disjunkte Vereinigung

{maxWS Za} = {W; = a} u{W; > al,
s€[0,z]

dazu sei fiir ,,c“ zunéchst s € [0, {] mit W = a, dann gilt entweder W; = ¢ und wir sind fertig
oder es gilt W; < a. In diesem Fall folgt mit dem Zwischenwertsatz 7, < s < ¢ und damit
W, =2a - W; > 2a —a = a. Fiir ,,o“ beobachten wir zunéchst, dass {W; = a} c {maxse[o,t] W, = a}
offensichtlich ist. Sei nun W; > a, dann folgt mit unseren Voriiberlegungen W; < a. Damit gilt
W, # W, und aus der Definition von W; folgt daher ¢ > 7,. Dann existiert ein s € [0, ] mit W, =a
und daher maxgeo Ws = a.

Damit gilt nun

P (m[ng]Ws = a) =PW;=2a)+P(W;>a)=P(W;=2a)+P(W; = a)
sel0,z

=2P(W; = a). O
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5.5. Der Wiener-Prozess als Martingal

In diesem letzten Abschnitt wollen wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der Martingale
in stetiger Zeit geben und die Anwendung auf Wiener-Prozesse diskutieren.

Definition 5.5.1 Martingal
Ein stochastischer Prozess (X;);>0, der an & = (%;);>¢ adaptiert und integrierbar ist,
heiit Martingal genau dann, wenn

EX: | F5) =X,

fir alle 0 < s <t gilt. Sub- und Super-Martingale werden ebenfalls analog definiert.

Satz 5.5.2 Unabhingige Zuwichse
Sei (X;) ein integrierbarer, stochastischer Prozess mit unabhéngigen Zuwiachsen. Dann
ist (X; — EX}):>0 ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration.

Insbesondere ist der Wiener-Prozess ein Martingal und (N; — At);>o ist ebenfalls ein
Martingal, falls N; ein homogener Poisson-Prozess mit Rate A ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 5.1.8 und einigen elementaren Rechnungen. O

Satz 5.5.3 Gleichgradig integrierbare Martingale
Sei (X;) ein Martingal, dann sind folgende Aussagen Adquivalent:

i) Der Prozess (X;) ist gleichgradig integrierbar.
i1) Es existiert X, € %1 mit X; = E(X, | &%) fur alle ¢t = 0.

Beweis: Die Richtung von i) = ii) ist eine Folgerung aus Satz 2.7.2, die andere Richtung
folgt aus Satz 2.6.4. O

Satz 5.5.4 Optional Sampling Theorem
Sei (X;);>0 ein rechtsstetiges Martingal und o < v Stoppzeiten. Ist T beschrankt oder (X;)
gleichgradig integrierbar, so sind X,,X; € & und es gilt

EX; | %) =X,.

Dabei ist X, nach Lemma 5.3.4 und Satz 5.3.5 &,-messbar.
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Beweis: Wir wollen den Beweis an dieser Stelle lediglich skizzieren. Wie im Beweis von Satz
2.4.3 zeigen wir zunéchst

EXy | F7) =X,

fir N €[0,00] mit 7 < N. Dies beweist man in zwei Schritten: Zunéichst nimmt man an, dass 7
abzihlbar viele, aufsteigende Werte besitzt. Dann kann man die Aussage aus Satz 2.4.3 und
Satz 2.8.1 folgern. Im zweiten Schritt betrachtet man allgemeine 7 und approximiert diese
durch 7, \ 7, wobei die 7,, wie im ersten Schritt gegeben sind. Hierfiir ist die Rechtsstetigkeit
notig. Fir die Details verweisen wir auf [Meintrup04]. Dort wird auch gezeigt, dass jedes
Martingal eine rechtsstetige Version besitzt, wenn </ vervollstandigt wird. O

Korollar 5.5.5 Optional Stopping Theorem (Doob)
Sei (X;) ein rechtsstetiges Martingal und 7 eine Stoppzeit. Dann ist (X;A¢)s>0 ein Martin-
gal. Ist 7 beschrankt oder (X;) gleichgradig integrierbar, so gilt X; € #; und EX; = EX|,.

Beweis: Die Martingaleigenschaft folgt aus Satz 5.5.4 fiir die beschréankten Stoppzeiten 7 A s
und 7 A t. Die zweite Aussage folgt aus Satz 5.5.4 fiir 0 =0, denn dann ist E(X; | %) = Xo und
damit EX; = E(E(X; | %)) = EX). O

Satz 5.5.6 Wiener-Prozesse und Martingale
Sei (W;) ein Wiener-Prozess. Dann sind (W;) und (Wt2 —t) stetige Martingale.

Es lassen sich auch andere Transformationen betrachten, die (stetige) Martingale ergeben.
Hierzu verweisen wir auf [Meintrup04, 13.10 und 13.11].

Beweis: Die Aussagen folgen aus Satz 5.5.2 und einfachem Nachrechnen. O

Korollar 5.5.7 Ruinwahrscheinlichkeiten des Wiener-Prozesses
Sei (W;) ein Wiener-Prozess und a < 0 < b. Wir setzen 7 :=inf{t = 0: W; = a oder W; = b}.
Dann gilt

1) PW;=a)= %.

ii) E7r = —ab.

Beweis: Der Beweis verlauft weitgehend analog zur symmetrischen Irrfahrt aus Beispiel
2.4.2. Fur die Details verweisen wir auf [Meintrup04, S. 381 ff.]. O
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Der Wiener-Prozess lasst sich durch ,Irrfahrten” approximieren: Sind (Y;) i.1. d. Zufallsvaria-
blen mit EY; =0 und VarY; =: 0 € (0,00), so setzen wir fiir t =0
Lnt] 1
s(t”) =) Y; und §§") = —s(t").
i=1 o?n

Das Donskersche Invarianzprinzip besagt dann, dass §™ gegen einen Wiener-Prozess konver-
giert. Wie diese Konvergenz und der Wiener-Prozess aussehen wollen wir hier nicht erlautern
und verweisen auf [Klenke06].

Der Wiener-Prozess lasst sich auch als Fourierreihe mit zufilligen Koeffizienten darstellen.
Diese Koeffizienten sind unabhéngig und normalverteilt. Eine mogliche Orthonormalbasis
lasst sich explizit darstellen.

Der Satz vom iterierten Logarithmus besagt

W,
lim sup Wil =1 P-fast sicher.

{—oo v/2tloglogt

Ferner gibt es ein Gesetz der grof3en Zahlen, welches
W,
lim — =0= EW, P-fast sicher

t—oo

besagt. Insbesondere ist (tW1);>9 wieder ein Wiener-Prozess.
t
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Anhang

An dieser Stelle wollen wir einige wichtige Sitze aus anderen Vorlesungen festhalten, wie
mehrmals benétigt und referenziert werden. Da diese nur der Ubersicht dienen, werden wir
auf Beweise dieser Sitze an dieser Stelle verzichten.

Satz A.1 Totale Wahrscheinlichkeit
Sei (Q, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (B;);cr eine hochstens abzéahlbare Zerle-
gung von Q. Ferner gelte P(B;) > 0 fur alle i € I. Fiir alle A € «f gilt dann

P(A)=) P(B;)P(A|B)).
el

Beweis: Der Beweis findet sich in [WTSkript11, Satz 1.7.3]. O

Satz A.2 Beppo Levi I/ Monotone Konvergenz
Es sei (Q,<7, 1) ein Maflraum und f,,: Q — [0,00] fiir n = 1 eine Folge messbarer Funktio-
nen mit f5, / f. Dann folgt, dass f messbar und nicht-negativ ist. Aulerdem gilt

[ 7 au=jim [ 1o du=sup [ £y au
=69 n=1
Beweis: Der Beweis findet sich in [WTSkriptl1, Satz 1.11.13]. O

Lemma A.3 Fatou

Es sei (Q, </, 1) ein Maflraum und £, : O — [0,00] fiir n = 1 eine messbare Funktionenfolge.
Dann gilt

/hnn_lglffn duslinn_lggf/ frn dpu.
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Beweis: Der Beweis findet sich in [WTSkriptll, Lemma 1.11.14].

Satz A.4 Lebesgue / Dominierte Konvergenz

Es sei (Q, ¢/, u) ein Mafiraum, f,: Q — RuU{+oo} fiir n = 1 eine Folge messbarer Funktio-
nen und f,g: Q — RuU{+oo} messbare Abbildungen mit f,, — f und |f,| < g fiir alle n > 1.
Ist g beziiglich p integrierbar, so gilt dies auch fiir f und es folgt

[ dim fan= [ 7 du=tim [ £ o

Beweis: Der Beweis findet sich in [WTSkript11l, Lemma 1.11.16].

Lemma A.5 Borel-Cantelli I1
Es sei (Q2,o/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,),>1 € &/ unabhéngig. Dann gilt

n—o0

Z PA,)=c0o=P (lim supAn) =1.
n=1

Fir unabhéngige Folgen (A ,),>1 € «f gilt damit insbesondere P(limsupA,) € {0,1} und
P(liminfA,) € {0, 1}.

Beweis: Der Beweis findet sich in [WTSkript11, Lemma I1.6.1].
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