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8 Elemente der Integrationstheorie

8.1 Ring, Algebra und Mal

Sei X eine Menge (die Grundmenge). AuBerdem bezeichne Pot(X) = 2% die Potenz-
menge von X und es sei A, B € 2.
Weiterhin bezeichne im Folgenden
A =A% = {zeX |1¢ A (Komplement)
A\B:= {x€A|x ¢ B} (Differenzmenge)

DEeFINITION 8.1 Ring
Eine Mengensystem R C 2% heikt Ring genau dann, wenn die folgenden Eigen-
schaften erfiillt sind:
VA BeR = AUBER (8.1)
>VA BeR = A\BeR

Folgerung.

>VA : A\A=10 = PpeR (fir R#0)
>VA,B : ANB=A\(AUB) = VA BER : ANBER

DEFINITION 8.2 o-Ring
Ein Mengensystem R C 2% heifit o-Ring genau dann, wenn neben (8.1) und (8.2)
noch gilt:

o Fiir jedes abzihlbare System von Mengen A € R mit k € N (8.3)

gilt auch U AL €R
keN

DEFINITION 8.3 Algebra
Ein Mengensystem R C 2% heifit Algebra genau dann, wenn neben (8.1) und (8.2)
noch gilt:

> XeR (8.4)

DEFINITION 8.4 o-Algebra
Ein Mengensystem R C 2% heifit o-Algebra genau dann, wenn (8.1), (8.2), (8.3)
und (8.4) gelten.

Anmerkung. Fiir ein abzidhlbares System von Mengen A; € R mit k € N gilt
() Ar= A\ [ (A\ 4)
keN keN

Daraus folgt fiir einen o-Ring R dann (), .y Ar € R.
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Kapitel 8.1 Ring, Algebra und Maf$ Seite 5

Aufgabe. Die Menge F bildet eine Algebra, aber keine o-Algebra. Begriinden Sie!
F={ACN| AV AY endlich}

Im Folgenden betrachten wir Funktionen der Form ¢ : R — R* = {—co} UR U {400},
wobei héchstens einer der Werte +00 angenommen werden darf. Wir werden diese Vor-
aussetzung nicht jedes Mal explizit erwidhnen.

DEFINITION 8.5  (0-)Additivitét
Die Abbildung ¢ : R — R* heifst additiv

VA, BER : (ANB) =0
= 9(AUB) = ¢(A) +¢(B)

Die Abbildung ¢ : R — R* heifst o-additiv

= {Ak}kENa A € R, A N Aj = Vk;ﬁj

-y (UAk) S

keN

Anmerkung. Offensichtlich hingt A = (J,.y Ar nicht von der Reihenfolge der A,
ab. Fiir eine o-additive Abbildung ¢ muss also auch )", ¢(Ax) unabhéngig von der
Reihenfolge der Summanden sein. Nach dem Umordnungssatz von Riemann konvergiert
diese Reihe damit entweder absolut, oder aber sie divergiert bestimmt.

Eigenschaften additiver Funktionen
1. (@) =0, denn p(A) = (A U D) = p(A) + p(0)
(Anmerkung: Dies gilt nur, wenn p(A) fiir mindestens eine Menge endlich ist.)
2. A,..., A, €R, AjﬂAk:@\V/k?gj
= @(A1U - UA) =3 0 o(Ak)
3. (A1 N Ag) + p(A1 U Ay) = p(Ar) + p(A)
Eigenschaften nicht-negativer additiver Funktionen (¢ > 0)
4. p(ArU As) < (A1) 4 ¢(Az)
5. Aj C Ay = p(Ar) < p(Ay)

SATZ 8.6
Sei R C 2% ein o-Ring und ¢ : R — R* eine o-additive Funktion. AuRerdem sei
Ar € R mit k£ € N eine durch die Inklusion geordnete, abzdhlbare Familie von
Mengen, d.h. so dass A} C Ay C ---.
Definiere zudem A := J, o Ak

= lim o(Ax) = ¢(4)
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Beweis. Definiere eine Folge von Mengen mit By := Ay, By := Ay \ Ax_1 fiir £ > 2. Die
Mengen Bj, sind nach Konstruktion paarweise disjunkt und es gilt | J, .y Br = A.
Damit ist

o(4) =3 o(By)

= lim E ©(By) (da die Reihe konvergiert)
n—oo
k=1

:£$¢<UBO

k=1
—A,
= lim ¢(A,)
n—oo

Damit ist der Satz bewiesen. O

DEFINITION 8.7 Mafy, Mafiraum

Ein Mafls ist eine auf einem o-Ring R gegebene, nicht-negative und o-additive
Funktion ¢ : R — R*.
Das Tripel (X, R, ) nennt man Makraum.

DEFINITION 8.8 Messbarkeit
A C X heist messbar <= AR

Beispiel 1. Sei X # (). Dann gibt es die zwei folgenden trivialen o-Algebren auf X:
1. Ry = {0,X)
2. RQ = 2X
Fiir diese o-Algebra ist z.B. p(X) = #{x € X} (d.h. die Anzahl der Elemente,
falls X finit ist, andernfalls +00) ein Mak, das so genannte Zihlmaf.

Aufgabe. (X, R, ) sei ein Mafkraum, wobei R eine o-Algebra ist und 0 < p(z) < oc.
Auferdem gelte fiir alle A, € R die Inklusionskette A; D Ay D - -+ sowie A =, 4.
Zeigen Sie, dass dann

p(A) = lim p(Ax)

gilt.

8.2 Zur Konstruktion des Lebesgue-MalRes

Sei X = RP mit p € N. Auferdem bezeichne R? 5 = = (zy,...,2,) mit z; € R einen
Punkt in RP.
Ferner sei () der offene, halboffene oder abgeschlossene Quader

Q:{xeRp]ajnggbj ,jzl,...,p},
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wobei neben ,,<* auch ,,<“ und das in allen Kombinationen erlaubt ist.
Falls Q # 0, d.h. a; <, fiir j =1,...,p, so sei

p
Hb — aj).

J=1
Mit £ bezeichnen wir die Menge aller elementaren Mengen, wobei eine elementare Men-
ge eine endliche, disjunkte Vereinigigung von Quadern der obigen Form ist. Es gelten
folgende Eigenschaften:
1. & ist ein Ring.
2. m ist wohldefiniert auf £, denn fiir £ 5 F = U?Zl (); paarweise disjunkt

= m(E) =>_, m(Q;). Wohldefiniert* bedeutet hier, dass der Wert unabhéngig
von der konkreten (endlichen) Darstellung ist.

3. m ist additiv auf &.

DEeFINITION 8.9 regulidre Funktion
Eine (auf R* erweiterte) nicht-negative, additive Funktion ¢ auf £ heift regulér,
falls fiir alle A € £ und fiir alle 6 > 0 Mengen F' = F;5 4 und G = G5 4 existieren
mit

> F,GeE (8.5)
o F abgeschlossen, GG offen (8.6)
o FCACG (8.7)
> 9(G) =0 < p(A) < p(F) +90 (8.8)

Es gilt: m (nach obiger Definition) ist eine reguldre Funktion.

Anmerkung. Sei {R,},cr eine Folge von o-Ringen R, C 2% und R := N,er Ry der
Durchschnitt all dieser o-Ringe. Dann gilt, dass R auch wieder ein o-Ring ist, d.h. es
gibt einen minimalen o-Ring R, welcher £ enthilt.

8.2.1 Das dulere Mal} .*

DEFINITION 8.10 Auferes Maf
Sei p: & — R*, p >0, p additiv und regulér, sowie 2 C RP eine beliebige Menge.
Es seien abzdhlbar viele A, € £ gegeben, die E iiberdecken, d.h. so dass

E C OA" ist.

n=1

Dann sei das dufere Mals p1* wie folgt definiert:

w(E): mf Z (A

ECU
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SATz 8.11
Es gilt:

E€& = p(B) = uE)

u(
E=|JE., E.€2¥ = p(E)<> p'(Ey)  (Subadditivitit)

n=1 k=1

Man sagt, dass p* eine o-subadditive Fortsetzung von p : £ — R* auf 2% ist.
Um diesen Satz zu beweisen bendtigen wir einen Hilfssatz, den Satz von Heine-Borel.
Diesen werden wir nun formulieren und beweisen.

SATZ 8.12 Satz von Heine-Borel
Sei (M,d) ein metrischer Raum und F' C M. Die Menge F ist kompakt genau
dann, wenn aus jeder (abzdhlbaren) Uberdeckung

FC D A,
n=1

von F mit offenen Mengen A, eine endliche Uberdeckung ausgewihlt werden kann,
d.h. so dass gilt

j=1

Beweis. ,,=“) Angenommen, F ist kompakt. Wir nehmen an, es existiere keine endliche
Teiliiberdeckung und leiten daraus einen Widerspruch ab.

Wenn keine solche endliche Teiliiberdeckung existiert, so ist folgende Menge nicht leer,
d.h. wir finden darin ein Element z,,:

Auf diese Weise erhalten wir eine Folge (z,,)nen in F.
Da F' kompakt ist, folgt, dass eine konvergente Teil-

folge existiert: x,,, — T € F'. Dann ist

JNIEFCUAk = E|k0 : i‘EAkO.
k=1

Da z,;, — &, folgt ,, € U.(T) C Ay, fiir j — 0o (n; — 00). Insbesondere ist dann also
Tp, € Aky-
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Betrachte nun n; > ko, dann ist

F\ UAk > T, = L, ¢ Ak’o‘ é
k=1

DA/C[)

»<=") Angenommen es gibt eine endliche Teiliiberdeckung. Weiterhin nehmen wir an,
dass F' nicht kompakt ist und fiihren auch das zum Widerspruch.

Wenn F' nicht kompakt ist gibt es eine Folge (xy)geny mit zx € F, die keinen Haufungs-
punkt y € F besitzt. Es gilt also z;, ist kein Haufungspunkt Vy, d.h. Vi3, >0V = 2 ¢
U., (z1). Wir konstruieren nun eine unendliche Uberdeckung von F'. Betrachte dazu fol-
gende Menge GG und einen beliebigen Punkt y € G:

Go=F\ | J{z} > v

Aus dem Obigen folgt, dass ein ¢ = (y) > 0 existiert, so dass x, ¢ U.y)(y), d.h.
Usy)(y) C G. Das bedeutet also, dass G offen ist.

Wihle nun die iiberdeckende Folge Ay := G und Ay, = U, (xy). G ist wie alle diese Um-
gebungen offen. Die Vereinigung dieser Folge iiberdeckt F' und nach dem Obigen wissen
wir, dass wir keine Menge entfernen kénnen, ohne dass dabei die Uberdeckungseigen-
schaft verloren geht. Es ist also nicht moglich, eine endliche Teiliiberdeckung zu wéhlen.
Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme. 4 U

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 8.11.

Beweis. a) Sei £ € £. Wir wissen, dass p reguldr ist. Daraus folgt, dass fiir alle § > 0
eine offene Menge G° € £ existiert, so dass £ C G° und pu(E) + § > u(G?) ist.

Waihle nun A; := G°. Diese Menge ist offen und es gilt A; € £ und 4; D E. Daraus
folgt, dass p*(E) < u(A;) = u(G°) < u(E)+ 4 ist. Fiihre nun den Grenziibergang 6 — 0
durch, so folgt daraus zunéchst

p(E) < p(E). (8.9)

Fiir die andere Richtung ,,>* existiert nach Definition des dufseren Mafses fiir alle 6 > 0
eine abziihlbare Familie von offenen und elementaren Mengen A$ (k € N), so dass
ECUS, A und p(B) +5 > Y5, n(A)).

Da p reguliir ist existiert fiir alle § > 0 ein F° € £ mit F° abgeschlossen, so dass F° C E
und p(F0) + 6 > u(E).

0 )
= F cecl 4

= kompakt k=1 fen
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Mit Hilfe des Satzes von Heine-Borel folgt d,cn, so dass
Fc|A.
k=1
Da p eine additive Funktion ist folgt

W) <37 (A

Insgesamt folgt fiir § — 0 also p(E) < p*(E). Zusammen mit (8.9) folgt dann a).

b) E = J. ., E,,. Wir nehmen an, es sei p*(E,) < +o0o. Betrachte ein 6 > 0 und eine
Uberdeckung mit offenen Mengen A , € £, d.h. E,, C ;2 A2 ., so dass p*(E,)+27"6 >

ZZL N(Afz7k)-

= FEC U Aik abzéhlbar viele Mengen.
n,k

— p(B) <) (A L)
= Z Z U(Ai,k)
< Z (M*(En) + 2_n5>

s(i}ﬂm0+5
Fiir § — 0 ist der Satz damit bewiesen. O

Seien A, B zwei Mengen. Die symmetrische Differenz ist definiert als
AA B:=(A\B)U(B\A)
=(AUB)\ (AN B)

Wenn A, B € R Ring, so folgt, dass auch A A B € R ist.
Fiir zwei Teilmengen A, B C R definiere

d"(A, B) = u*(A A B)
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0

AuRerdem sagen wir fiir 4,, A C R%, dass A, %5 A d*(A,, A) =% 0.
Eigenschaften:

1. AA B=B A A. Daraus folgt d*(A, B) = d*(B, A).

2. ANA=0,dh d(AA) =0.

3. AANBC(AAC)U(BACQO).
Es ist

d'(A,B) = pu"(A A B)
< (AAC)U(BAC)) Monotonie
<P AALNC)+u(BAC) Subadditivitét
d*(A,B) < d"(A,C)+d*(C,B).

Auferdem ist d*(A, B) = p*(A A B) > 0.

d* ist aber keine Metrik, denn d*(A, B) = 0 A A = B. Wéhle dafiir zwei Mengen so,
dass sie gleich sind, B aber einen Punkt mehr als A enthélt. Die symmetrische Differenz
ist dann eine einpunktige Menge mit d*(A, B) = 0 aber A # B.

Es gelten folgende Teilmengenbeziehungen:

c (Al U Bl) A (AQ U BQ) C (A1 A Ag) U (Bl A BQ)
(> (Al N Bl) A (AQ N BQ) C (Al A AQ) U (Bl A BQ)
o (A\B) A (A A By) C (A A A) U (B A By)

Daraus folgen die folgenden drei Ungleichungen:

(>3 d*(Al UBl,AQUBg) S d*(Al,AQ) —I—d*(Bl,BQ)
(g d*(Al mBl,AQ mBg) < d*(Al,AQ) +d*<Bl,Bg)
(>4 d*(Al \ B17 A2 \ Bg) S d*(Al, Ag) + d*<B1, BQ)

Seien nun A, B C R¢ und p*(A) < oo. Daraus folgt
| (A) — ¥ (B)| < d*(A, B).

Beweis. Wir nehmen an, es gelte u*(A) > p*(B) > 0. Es ist
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DEeFINITION 8.13 Endlich py-messbare Menge
Eine Menge A C R? heift endlich p-messbar (A € Mp(u)) genau dann, wenn es

eine Folge A, € £ mit A, -+ A gibt.

DEeFINITION 8.14 p-messbare Menge
Eine Menge A C R? heift p-messbar (A € M(u)) genau dann, wenn A eine
hochstens abziahlbare Vereinigung von A,, € Mp(u) ist.

SATZ 8.15
M(u) ist eine o-Algebra. p* ist o-additiv auf M(p).

Folgerung. (R? M(u), u*) ist ein Makraum.

Beweis. Schritt 1: Es seien A, B € Mpg(u), d.h. es gibt Folgen A, & Aund B, X+ B
mit A,, B, € £. Dann ist auch A, U B, € £. Es gilt

d"(AUB, A, UB,) < d*(A,A,) +d*(B,B,) —0

Also folgt A, U B, % AU B. Mit den anderen weiter oben erwihnten Teilmengenbe-
ziehungen folgt

A\ B, — A\B
A,NB, — ANB

Dies bedeutet, dass Mp(u) ein Ring ist. Betrachte nun A, B € Mp(p) mit AN B = 0,
A, X5 A, B, % B, wobei A, B, € £.
Aus der oben bewiesenen Ungleichung |u*(A) — p*(B)| < d*(A, B) folgt dann

wW(A,UB,) — up*(AUB)
w(A,NB,) — p(ANB)

Auferdem gilt fiir beliebige Elementarmengen die Identitéit

1 (An U By) + p*(An N By)

n(A, UB,) + (A, N By)
p(An) + p(Bn)
W (An) + 17 (Bn).

Betrachte nun den Grenziibergang n — oo, so folgt

1 (AU B) + p* (AN B) = w'(A) + 1*(B).

p* ist also additiv auf Mpg(u).
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Schritt 2: Sei nun A € M(pu) & A= A, mit A, € Mp(p). Definiere die Folge
n n—1
A%:: ( LJ/Lc) \ < Linz)
k=1 k=1
—— ——

Dabei gilt, dass die A/ paarweise disjunkt sind, was sich unmittelbar aus ihrer Kon-
struktion ergibt. Aukerdem gilt |J, .y A4;, = A. Da p* eine o-subadditive Funktion ist
folgt, dass p*(A) <> o, p*(A}). Zudem ist p* monoton und da A D AjU---U A, gilt,
folgt

pA) 2 (AU 0 A PR T4y
k=1

Falls nun p*(A) < oo ist, folgt, dass pu*(A) = >~ p*(A)) (*). Dies gilt fiir beliebige
disjunkte A € Mp(p) mit A = J;, 4.
Schritt 3: Sei nun A € M(p) mit endlichem Maf, d.h. p*(A) < oo. Wir zeigen, dass
daraus A € Mp(p) folgt.
A lisst sich schreiben als A = |J°, A, = U2, A, mit A, € Mp(u) und paarweise
disjunkten A/ € Mp(un), wobei wir die A/, wie oben konstruieren. Setze nun B, =
Ur_, 4, = Ui, A, C A. Wir wissen dann, dass

d*(By, A) = *(A A B,)
= p'(A\ By)

{8
k=n+1

o0

< > pi(4)  o-Subadditivitit

k=n+1

—%0. wg. Konvergenz in (*)

Daraus folgt dann, dass
B, =JAr=J 4 5 A
k=1 k=1

Da B,, € Mpg(u) eine endliche Vereinigung finit messbarer Mengen ist folgt
Vss0 3B €& d*(B°,B) <27".

= d*(B),A) < d*(B%,B,) + d*(B,, A)
<275 + d*(B,, A)

n—o0

— 0
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Dies ist gleichbedeutend mit A € Mp(u).

Schritt 4: Wir wollen nun zeigen, dass p* auf M(u) eine o-additive Funktion ist.
Sei A € M(p) und es gelte A = (J;_; A, mit A, € M(p). Falls 3,—,,p*(Ay,,) = 400
gilt folgt wegen der Monotonie, dass p*(A) > p*(A,,) = +oo und daraus wiederum folgt

W (A) = 17 (Ay) = 3w (A).
=+o0 =400 neN

:+oo

Andernfalls gilt Vn,u*(fln) < oo und daraus folgt V, A, € Mp(p).
Nehmen wir nun an, dass A, paarweise disjunkt sind, so folgt mit Schritt 2), dass
Al = A, gilt und daraus folgt

p(A) = 3 ().
k=1

Schritt 5: Wir miissen nun zeigen, dass M () wirklich eine o-Algebra ist.

Seien A, € M(p) und A = U~ A,,. Zu zeigen ist, dass A messbar ist.

Da A, € M(p) ist folgt 3A7, . € Mp(u) mit A, = Uz, A}, - Daraus folgt dann, dass

A= Ay = Uy Al gilt, also gilt A € M(p).

Sei nun B € M(u) < B =J -, B),. Daraus folgt

A,nB = J(A,NBy), da y*(A, N By) < p*(By) < oo ist.
N—_——

k=1 EMp (1)

Daraus folgt, dass A, N B}, € Mp(p) gilt.

AnB=||A,nB= N (A, N By)
nL;Jl kglw—&

EMFp (1)

Daraus folgt AN B € M(u).
Zu zeigen bleibt noch A, B € M(u) = A\ B € M(u), R? € M(u). Dies fiihren wir hier
nicht mehr aus. U

Im Zuge des Beweises haben wir gesehen, dass

AeMp(p) & AeM(p) N p'(A) = p(A) < oo
& Jaee : d(A,,A) 30
——
p*(AnAA)
Bemerkung: Die obige Aussage pu*(A) = p(A) ist so zu lesen, dass fiir beliebige Mengen

A in diesem Fall p(A) = p*(A) gesetzt wird, d.h. p wird durch p* gewissermafen
fortgesetzt.
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Gegeben sei nun eine offene Menge A C RY mit A # (). Es existiere ein ¢ = ¢(z) mit
Ue(z)(z) C A. In diese Umgebung lasst sich ein Quader mit Seitenldnge ¢;(x) finden, der
ebenfalls vollstindig in der Umgebung liegt. Wiederum innerhalb dieses Quaders lasst
sich ein r € Q? finden mit |z —7| < 5+ Wihlt man nun einen Quader mit der Seitenlénge
51;‘”), welcher r als Mittelpunkt hat, so liegt auch x in diesem Quader, der selbst immer
noch komplett in der Umgebung liegt. Daraus folgt, dass eine offene Menge A immer als
abzéhlbare Vereinigung von Wiirfeln darstellbar ist. Es folgt, dass A € M(u). Ebenso
folgt, dass abgeschlossene Mengen A in M (u) liegen.

Dabei ist wichtig, dass dies noch nicht alle Mengen in M () sind. Wihle z.B. G,, offen,
F, abgeschlossen und bilde dann G° = (2, G, und F’ = |J°7, F,,. Die Mengen G°
und F7 heifsen Borel-Mengen vom ersten Typ. Es gilt G7, F7 € M(pu).

Aus diesem Zusammenhang heraus fithrt man die Borel-Algebra B ein, welche die kleinste
o-Algebra ist, die alle offenen Mengen enthélt. Da M (u) beziiglich abzdhlbarer Opera-
tionen abgeschlossen ist folgt aus der Konstruktion, dass B € M (u) gelten muss. Man
beachte, dass die Inklusion echt ist, es gilt also B # M ().

Betrachte A € M(u) mit pu(A) < oo und A, € € mit d*(A,,, A) — 0. p sei regulér, G,
offen, F,, abgeschlossen und es gelte F,, C A C GG,,. Dann gilt

d*(Gn, Ay) = " (G \ Ap) <277
A (Fn, Ap) = " (A \ F) <277

Esist A C G° = (.2, G, und es folgt u*(G° \ A) = u(G” \ A) = 0. Entsprechend ist
U2, F, = F7 C A und man kann zeigen, dass auch hier p(A\ F?) = 0 ist. Insgesamt
erhalten wir also Borel-Mengen mit F'* C A C G, so dass das Mafs der Differenz Null
ist.

In M(pu) ist also jede Teilmenge einer messbaren Menge mit Maf Null selbst wieder
messbar. In der Borel-Algebra B gilt dies im Allgemeinen allerdings nicht.

8.3 Messbare Funktionen

Gegeben sei ein Mafkraum (X, R, ¢t) mit einer o-Algebra R sowie eine Funktion f : X —
{—=o0} U R U {+o0}. Wir hatten bereits definiert, dass eine Menge A C X messbar
heiflt, wenn A € R gilt. Wir wollen diesen Begriff nun auf Funktionen ausweiten:

DEFINITION 8.16 Messbare Funktion
Die Funktion f heift messbar &<

Vaer Eo(f) ={z € X | f(x) > a} ist messbar.
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SATZ 8.17
All die folgenden Aussagen sind dquivalent:

> Vaer {2 | f(z) > a} messbar
& Vaer {2 | f(z)
& Vacr {2 | f(2)
()

> Vaer {7 | f(z) < a} messbar

> a} messbar

< a} messbar

Beweis. (1) = (2): {z | f(z) > a} = Npen{z | f(z) > a — 2}, man schneidet also
E, 1 (f).

(2) = 3): {z | f(z) <a} =X \{z| f(x) > a}, man bildet also das Komplement von
X mit einer messbaren Menge.

Die anderen Fille gehen analog und werden hier nicht bewiesen. 0

Folgerung. I C R sei ein Intervall. Dann gilt f messbar = f~!(I) messbar.

Jede offene Menge in R ist eine disjunkte Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen
offenen Intervallen I,. Daraus folgt

(A = U (1) fir A= U I, offen.

keN keN

Daraus folgt, dass f~'(A) fiir offene Mengen A messbar ist. Daraus kann man folgern,
dass sogar fiir alle Mengen A, die sich aus abzéhlbar vielen Vereinigungen bilden lassen,
das Urbild messbar ist. Dies sind gerade die Borel-Mengen, d.h. es gilt f~'(A) messbar
fiir Borel-Mengen A C R.

SATz 8.18
f messbar = |f| messbar.

Beweis.

e 1f@) > a} = {o | f(@) > a} U {z] f(z) < —a}

nm;£M nm;£M
Damit ist der Satz bereits bewiesen. O
SATZ 8.19
Sei {f.} eine Folge messbarer Funktionen und definiere
g(x) :=sup f(x) (inf fn(x))
neN neN
h(z) = limsup f,(x) (lim inf fn(x)>
n—00 n—00

Dann folgt, dass g, h messbare Funktionen sind.
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Beweis. Beweis fiir den Fall ,,sup*:

{z ] g(z) > a} = [ J{z | fulz) > a}

J/

TV
messbar

Daraus folgt, dass {z | g(x) > a} messbar ist. Der Fall ,inf* wird zur Ubung iiberlassen.
Beweis fiir den Fall ,,lim sup‘:

h(z) = lim sup fi(x)

n—x L>n

inf
"€N b, (x) messbar
>
~
messbar

Auch hier wird der andere Fall zur Ubung iiberlassen. Damit ist der Satz bewiesen. [

Folgerung. Ist {f,} eine Folge messbarer Funktionen und gilt V,cx, dass 3 f(x) =
lim,, 00 fn(z), so folgt, dass f messbar ist.

Folgerung. Ist f messbar, so sind auch f*(z) = max{0, f(z)} und
f~(z) = —min{0, f(x)} messbare Funktionen und es gilt f = f* — f~ und f* >
Aufserdem ist auch — f eine messbare Funktion.

e

SATZ 8.20
Seien f, g messbare Funktionen. Dann sind auch f+4g¢, f—g¢g,f-gund c- f firc e R
messbar. Ebenso ist die Menge {x | f(z) < g(z)} messbar, sowie alle Varianten
mit <, >, > statt dem ,, <.

Folgerung. Sei p ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Ist f messbar, so ist auch
p(f(x)) messbar.

Treppenfunktionen Seit: X — {c1,¢,...,cn} C Rmit ¢; # ¢ fiir j # k, d.h., dass
t nur einen endlichen Wertevorrat besitzt. Fiir eine Teilmenge E C X fiihren wir die
charakteristische Funktion ein:

1 z€F
XE(“T)_{O ¢ E

Dann ist £ messbar genau dann, wenn auch yg messbar ist. Es ist

N

tw) = e xm (@),

k=1

wobei man E; := {x € X | t(x) = ¢;} (i =1,...,n) setzt. Die Funktion ¢ ist dann genau
dann messbar, wenn alle Ej, messbar sind.
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SATZ 8.21
f X — R* sei messbar. Dann existiert eine Folge von Treppenfunktionen ¢, mit

n—o0

Voex t(x) = f(2)

Falls f > 0 ist kann man ¢,, sogar monoton wihlen, d.h. fiir jedes x ist {t,(x) }nen
in n monoton wachsend.

Beweis. Sei f > 0. Fiir festes n € N definieren wir
1—1 7
E, = : < < — ,i=1,...,n2"
{{E g = flx) < 2”} ) n
F, ={x : f(z) >n}

Diese Mengen sind paarweise disjunkt und messbar. Dann ist

ebenfalls messbar. Fiir die Konvergenz fixiere ein x € X mit f(z) < oo und wihle n € N
mit n > f(z). Dann folgt |t,(z) — f(z)| < 27 "3 0. Falls f(z) = oo ist, so folgt
to(z) =n =5 0.

Fiir die Monotonie sei nun = € E,;. Dann folgt ¢,(z) = 5t und f(z) > St = %,
also ist t,41(x) > tu(x). Fir x € F, ist t,(x) = n und f(z) > n = 2;%, also ist
tor1(z) > t, ().

Wir kommen nun noch zum allgemeinen Fall, d.h. dass f nicht notwendigerweise nicht-
negativ ist. Dann zerlege f(z) = fT(z) — f~(z) mit f*(z) = \fl% > 0. Dann erhilt
man Treppenfunktionen t(z) fiir f* wie oben und kann dementsprechend t,(z) =
ti(x) — t; (x) schreiben, wobei ¢t (x) 1 f*(z) und ¢, (z) | f~(x) ist, also konvergiert

tn(z) = fT(2) = [~ (2) = f(2). .

8.4 Das Lebesgue-Integral

Sei (X, R, p) ein Makraum und ¢(x) = > " | ¢;xpg, (z) eine messbare Treppenfunktion.
Es sei
Ip(t) = Z cin(E;NE) mit £ € R.

i=1

DEFINITION 8.22 Lebesgue-Integral nicht-negativer Funktionen
Sei f: X — R* f >0 messbar. Wir definieren

/fdu = sup Ig(t).

t Treppentkt.
0<t<f

Dies ist das Lebesgue-Integral von f iiber F mit Maf pu.

- 18 /79 - Ingo Biirk



Kapitel 8.4 Das Lebesgue-Integral Seite 19

Bemerkung: Falls f = ¢ selbst eine Treppenfunktion ist gilt fE fdu=1Ig(f).

DEFINITION 8.23 Lebesgue-Integral
Sei f: X — R* messbar. Wir definieren nun

/Efdu:/Equ—/Ef‘du,

falls eines der Integrale [, f* du endlich ist.

DEFINITION 8.24 Integrierbarkeit

Eine messbare Funktion f heit integrierbar, falls beide Integrale [, f * du endlich
sind. Man schreibt dann, dass f € L(F, u).

Eigenschaften:

1. f messbar und beschrankt, u(E) < oo, so ist f € L(E, u).
f messbar, u(F) < o0, a < f(z) <bVe e X, soist au(E) < [, f du < bu(E).
fr9€ L(E, ), f(z) < g(z) firalle z € X, dann ist [, f du < [, g dp.
feL(E p),ceR = (cf)€ L(E,p)und [, (cf) du=c [, f dp.
p(E) =0, f messbar, dann ist [, f du = 0.
feL(Eu), Ac Rund A C FE, dann ist f € L(A, ).

AR A

SATZ 8.25 Sigma-Additivitit des Integrals
Sei f: X — R* messbar, f > 0 und fiir A C R sei p(A) = fA f dp. Dann ist

1. ¢ ist o-additiv.
2. Falls f nicht definit, dafiir aber f € £(X, ) ist, so gilt 1.) ebenfalls.

Beweis. 1.) = 2.): Sei f € L(X,u) und f(z) = f*(z) — f~(x). Dann folgt
o= [ Fu= [ e [ Fan= gt e ) caddiciv

Wir zeigen nun also 1.). Erster Schritt: Sei f = yg eine charakteristische Funktion.
Dann ist

P(A) = /AXE dp = p(ENA).

Sei A = U;’il A; eine paarweise disjunkte Vereinigung. Dann folgt
Iz (Eﬂ UAj> =Y u(ENA)
j=1 J=1
Z/ Xp dp =Y p(4)).
j=174; j=1

p(A)
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Zweiter Schritt: Sei nun f =t = Y, ¢xXxp, eine Treppenfunktion. Dann folgt die
Aussage unmittelbar aus dem ersten Schritt, da dies nur eine endliche Summe ist.
Dritter Schritt: f sei messbar und f > 0. Sei ¢ Treppenfunktion mit 0 < ¢ < f.

IA(t)z/AthZi/AjthSi/AjfdMZisO(Aj)

Damit folgt dann

o

7= = s 1) < Y- (),

0<t<f

Umgekehrt gilt: Nach Definition von [, fdu existiert fiir jedes & > 0 und jedes A =
Ay U Ay mit A N Ay = () eine Treppenfunktion 0 < ¢ < f, so dass

/tduE/ fdp—e
Ay A
/tduz/ fdp—e
Ag As

gilt. Also folgt

sO(A)Z/fdMZ/tduz/ tdu+/ t du
A A Aq Ag

> fdu+ fdu—2e.
Ay As

Fiir ¢ — 0 folgt dann ¢(A) > (A1) + ¢(Az). Dieser Fall ldsst sich unmittelbar auf den
Fall

® (U Aj) > ZSO(AJ‘> Vnen

iibertragen. Also folgt

@ (U Aj) > ¢ (U Aj) > ¢(4)  Vnen

J=1

Und fiir n — oo damit

p(A)=¢ (U Aj> > o(4y).
j=1 j=1
Damit ist der Satz bewiesen. O
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Folgerungen:

o [ messhar, f >0, A, BeR, BC A,sofolgt [, fdu< [, fdu

o fmessbar, A, BeR, BCA, n(A\ B) =0, so folgt [, fdu= [ [ dpu.
Beispiel: Es sei zum Beispiel

)1 z€Q
f(x)_{o r€R\Q

Es ist u(Q) = >>07 , 11({¢}) = 0, (¢u)nen eine Abzéhlung in Q, wobei p hier das
Lebesgue-Maf bezeichnet. Damit folgt dann

/fdu: fdu=0.
R R\Q

DEFINITION 8.26  Fast iiberall
Sei H(-) eine Aussageform. Man sagt, H gilt p-fast iiberall (p-f.i.), genau dann
wenn es eine Menge £ € R mit u(E) = 0 gibt, so dass £ D {x : —=H(z)}.

SATZ 8.27
Sei f € L(X, p), dann folgt | f| € L(X, p) und | [ f dp| < [ |f] dp

Beweis. Sei f(z) = fT(z) — f~(z), |f|=fT+ f~. Da f € L(X, u) ist folgt, dass auch

ff e L(X,p) gilt. Sei nun A = {z : f(z) > 0} und B = {x : f(x) < 0}. Es ist
ANB=0und X = AU B. Ferner ist f"(z) =0 auf B und f~(z) = 0 auf A.

Jistan=[inaus [1nau= [ 5 aus [ 1 a
z/f+du+/f_du<oo
X X

Auferdem gilt |f| > f, |f| = —f, also folgt

/[f|d,u2/fd,uund/|f\du2/—fd,u , also folgt
X X X X

/X!f!duz /deu’

Damit ist der Satz bewiesen. U
Folgerungen:
e g€ L(E,u), f messbar, |f(z)| < g(z) p-fast iiberall, dann folgt f € L(FE, ) und
|fl € L(E, ).

e Sei f € L(X,u), dann folgt, dass f p-fast iiberall endlich ist.
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8.5 Das Lebesgue-Integral und Konvergenz

(X, R, 1) sei ein Makraum.

SATZ 8.28 Satz zur monotonen Konvergenz (Lebesgue)
Sel fn : X — R* eine Folge messbarer Funktionen. Weiter gelte
< fi(z) < fo(z) < ---, d.h. fiir festes x sei die Folge monoton in n. Es sei

f(flj') :hmn—>oo fn( )
li n dp = dy.
= lim Xf I /Xf It

Beweis. Sei X = {z € X | f(z) > 0}. Daraus folgt, dass [, f(z) du = [ f(z) dp,
denn X ist messbar, da f messbar, ihr Komplement ist aber eine Nullmenge. Welterhln
gilt 0 < fo(z) < f(x) (fiir alle n € N), d.h. f,(z) = 0 fiir alle z € X \ X und
Jx fo diw = [5 fn dp. Wir kénnen all diese Eigenschaften also nutzen, um von Anfang
an nur auf der Menge X zu operieren.

Schritt 1: Aus 0 < f,(z) < f(z) folgt [; fn du < [z f dp (Monotonie des Lebesgie-
Integrals in der Funktion). Sei a := sup,cy [5 fn di < [z f dp. Nun ist aber gerade
o = lim, o [ f dp. Damit haben wir den Fall ,<* bewiesen.

Schritt 2: Sei ¢ €]0,1[. Wir betrachten messbare Treppenfunktionen ¢, fiir die 0 <
t(x) < f(z) gilt. Wir bilden nun die Menge E, ={z € X | fu(x) > ct(x)} (n € N).
Da f, T (in n) ist, gilt By C Ey C ---. Betrachte XNE, = = FE,, diese Menge ist immer
noch monoton (d.h. B, C E, C - ) Da lim,, o fu(z) = f(2) gilt, folgt U,en En = X.
Nehmen wir niamlich an, dies wire nicht so, so muss ein p € X existieren mit p ¢
Unen E,. Daraus folgt aber, dass fiir alle n € N gelten muss, dass f,(p) < ct(p) ist
(fn(p) = 0 kann ausgeschlossen werden, da wir uns auf X bewegen). Daraus folgt, dass
f(p) = suppen fu(p) < ct(p) < cf (p) ist, d.h. f(p) < cf(p), aber 0 < f(p) < cf(p) steht
im Widerspruch zu ¢ €]0, 1[. 4

Sei nun p(E) = [ Et dp. Wir wissen, dass dies eine o-additive Funktion ist. Auferdem

n—oo

ist o(E,) =3 o(X). Weiterhin ist
coBy=c [ taus [ foaus [ g
oM En X
Fiir den Grenziibergang n — oo erhalten wir damit:

csO(X)ZC/XthS/andu

Da ¢ €]0, 1[ beliebig war, kénnen wir ¢ — 1 betrachten. Daraus folgt dann [t du <
[% fn dp. Aukerdem kdnnen wir das sup iiber alle Treppenfunktionen 0 < ¢ < f(x)
betrachten und erhalten [; f du < [ f, du. Bildet man nun den Grenzwert, so erhlt

/fdus lim/fndu-
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Insgesamt haben wir damit Gleichheit und der Satz ist bewiesen. U

SATZ 8.29 Additivitit bzgl. des Integranden
Seien f1, fo € L(X, p). Dann folgt, dass fi + fo € L(X, ) und

[ pau= [ fans [ pan

Beweis. Falls fi, fo Treppenfunktionen sind ist die Aussage trivial. Wir nehmen nun an,

dass f1, fo > 0 beliebige, messbare Funktionen sind. Wir wissen dann, dass es monotone

Folgen von Treppenfunktionen {t.} 1, {t”} 4+ mit 0 < ¢ (z) =3 fi(z)und 0 < t/(z) =3
n—oo

fo(z) gibt. Sei nun t,(x) =t/ (x)+t!(x). Dann folgt 0 < t,,(z) — f(x) = fi(z)+ fo(x).
Wenden wir nun den Satz von Lebesgue zur monotonen Konvergenz an, so folgt

/ fdu=lim [ t,dp=lim [ (¢ +t) du
X n—oo X

n—o0 X

= lim </ t;ld,u+/t;;du)

und mit dem S.v.L. zur monotonen Konvergenz folgt auch die Konvergenz der Summan-
den:
= lim [ ¢ du+ lim tﬁdu:/fld,u+/f2d,u
n—oo [y n—oo [y X X
Sind beide Funktionen nicht-positiv, so kann man das gemeinsame Vorzeichen herauszie-

hen und analog argumentieren. Betrachte nun also f; > 0, f < 0 messbare Funktionen
und A = {z | f(x) > 0}, B={x | f(x) < 0}. Auf A sind daher f, f1, —f> > 0. Dann

folgt
[aau=[G=pyan=[ G- [ fans [ au

:Afw—éﬁw.

Auf der Menge B konnen wir nahezu analog verfahren. Addiert man diese beiden Re-
sultate, so folgt wegen AN B =, AU B = X das, was wir wollen.

Es bleibt nun noch der Fall, dass sich f; und f, irgendwie verhalten. Zerlege hier-
fir X = By, UE, UE UE__ mit By, = {z | fi(x) > 0 A fo(x) > 0},
E._ ={z| fi(x) > 0 A fo(x) < 0} usw. Damit folgt der Satz dann fiir beliebige,
messbare Funktionen. U

Sarz 8.30
Sei fi, > 0 messbar, f(xz) => ;- fi(z). Dann folgt

Afwziénm.
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Beweis. Sei S, (z) =Y 7_, fr(x). Es ist S,,(z) 7. Auberdem wissen wir, dass
Jx Sn(x) dp=>"3_; [ fu(x) du (endliche Additivitét). Betrachte nun den Grenzwert

im [ S,@dp = lm 3 [ o) da

n—oo
N X 7 k':l
(.

Jx f(z) du nach S.v.L. mon. Konv. S [y ful) du

Damit ist der Satz bewiesen. O

SATZ 8.31 Lemma von Fatou
Sei f, > 0 eine Folge messbarer Funktionen. Wir betrachten punktweise f(z) =

liminf, . fn(2).

= / fd,ugliminf/ fn dp.
X n—oo X

Beweis. Sei g,(z) = infg>, fr(x). Damit ist 0 < gi(z) < go(x) < --- monoton in n.
Auferdem ist fiir festes n immer g, (x) < f,(x). Alsoist [, g, du < [y fn dpp. Nach dem

— 0

Satz von Lebesgue zur monotonen Konvergenz ist [, g, du — [, f du. Da diese Seite
konvergiert ist ,,lim = liminf = lim sup®. Wir kénnen auf der rechten Seite also einfach
den lim inf betrachten und erhalten

/ fdu< liminf/ fn dpu.
X n—oo X

Damit ist der Satz bewiesen. O

Aufgabe. Finden Sie ein Beispiel fiir das wirklich ,<“ gilt.

SATZ 8.32 Satz zur majorisierten Konvergenz (Lebesgue)
Sei f,(x) =3 f(z) fiir alle 2 € X mit messbaren Funktionen f,. Weiter existiere
eine Funktion g € £(X, p) mit | f,(x)| < g(z) fiir alle x € X und n € N.

= lm [ fodu= [ fanfecx.

Beweis. Wir wissen, dass 0 < | f,(z)| < g(x) gilt. Aus [, gdp < oo folgt [ | fu(z)| dp <
co. Daraus wiederum folgt dann, dass [, f(z) du < oo gilt, d.h. f, € L(X,p). Wei-
terhin gilt im Grenzwert n — oo, dass 0 < |f(x)| < g(x) ist. Daraus folgt [, |f| dp <
oo = feLl(X,p).

Die Ungleichung |f,(x)| < g(x) impliziert 0 < g(z) + fu.(x) und 0 < g(z) — f.(z). Fir
n — oo gehen diese iiber in 0 < g(z) + f(z) und 0 < g(z) — f(z). Mit dem Lemma von
Fatou folgt dann

du < lim inf Ydu< | gdu+liminf [ £, du,
S0t o) < et [ (o) < Lo st [ 5,0

-

fxg d#"!‘fxf dp
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womit wir dann

/ fdu< liminf/ frn du
X n—oo b'e

erhalten. Analog folgt aus der zweiten Ungleichung
[ (o= N <timint [ (g 1) an
X nmee JXx

und mit der Additivitit dann:

—/ f dp < liminf (—/ fn d,u)
X n—oo b'e ,

—limsup,, o [x fn du

Und damit erhalten wir dann

limsup/ fndp < / fdu.
n—00 X X

Wegen liminf [ < limsup [ folgt aus diesen Ungleichungen dann letztlich die Behaup-
tung. 0

8.6 Das Lebesgue- und das Riemann-Integral

Sei X = [a,b] C R und p das Lebesgue-Maf auf R. Weiterhin bezeichne f: f(z) dz das
Riemann-Integral und f[a B f du das Lebesgue-Integral. Bevor wir einen Satz iiber den
Zusammenhang dieser Integralbegriffe formulieren benétigen wir zunichst ein Lemma:

LEMMA 8.33
Sei f > 0 messbar und [, f du =0, so folgt f(z) = 0 p-fast iiberall.

Beweis. Sei E, = {z | f(z) > 1} und E = {z | f(z) >0} = ;" En. Aus p(E) >0
folgt, dass ein ng € N existiert mit p(E,,) > 0. Daraus wiederum folgt dann

1
[ fanz [ rauz o pE.) >0
X Bro T

So konnte das Integral nicht Null sein. Damit ist das Lemma bewiesen. U
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SATZ 8.34 Satz von Lebesgue
Fiir Riemann- bzw. Lebesgue-Integrale gelten folgende Eigenschaften:

1. feR(a,b]) = feL(]a,b],n) und
b
[a’b]f dp = / f(z) dx

2. f messbar und f € R([a,b]) < f ist auf [a,b] p-fast iiberall stetig.

Beweis. Wir betrachten das Intervall [a, b] mit einer Zerlegungsfolge 6™ = {z;}7, und
f > 0. Wir erinnern uns, dass das Riemann-Integral iiber Darboux-Summen eingefiihrt
wurde. Es bezeichne Ay = [z, 2441], m; = infen,, f(2) und M; = sup,ea,, f(2).
Weiter sei s(f,d™) = Y. m;Az; = I(f) und S(f,6™) = > MAx; = I(f5™) mit

Ax; = x;y1 — r;. Schaut man sich das an, so erhélt man

fz(Ln) = Z MG X [,2541]
f(gn) = Z MiX[zi,mi+1[

I(f") = [ ]fzﬁn) dp
a,b

1(fm) = /[ S
a,b

Wir wihlen nun eine Zerlegungsfolge, welche die Bedingung 6 < §®*V fiir n € N
erfiillt. Ferner gelte fiir den Rang A(6™) — 0 fiir n — oo. Wir haben £ (x) < f(z) <
fé")(x) und £ (z) 1, £ (x) | fiir z € X und n — co. Daraus folgt, dass punktweise
ein Grenzwert existiert mit f{(z) = fu(z) < f(z) und f{(z) = fo(z) > f(z). Wir
haben

s(f,60) = [ fdp=3 [ f,du
[a,b] [a,b]

S(f,6™) = S dp =% fo dp.
[a,b] [a,b]

Da f € R([a,b]) ist folgt, dass die oberen und unteren Darboux-Summen den gleichen
Grenzwert besitzen. Damit folgt

= Ju dpp = Jo dp
[a,b] (a,b]

= : ](fo_fu)d,uzo
a,b
= fo—fu=0 , p-fast iiberall.
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Die letzte Implikation folgt dabei aus dem vorausgehenden Lemma.

Auferdem ist f,(z) < f(z) < fo(z) mit f,, fo € L([a,b], x) und

f[a,b] fudu = f[a’b] fo dp = f[a,b] f dp und daraus folgt f € £([a,b], ). Aus dem Obigen
folgt zudem f,(z) = f(x) = f,(x) (u-fast tiberall). Daraus folgt dann

b
/ f(z) dz = lim s(f,6™) = lim S(f,6™) = lim i dp = fu du

n—oo n—oo n—0o0 [(l,b] [a,b}
S.v.mog.Konv. / f d,u
[a,b]

Wir kommen nun zur zweiten Aussage. Zu zeigen ist f,(x) = f,(x) p-fast iiberall < f
ist auf [a, b] u-fast iiberall stetig. f,, f, konnen nur dann gleich sein, wenn f stetig ist.[]

Anmerkung. Ist f € L([a,b], 1) und F(z) = [, , f du (a < 2 <b), so folgt e — f
p-fast iiberall. Die Umkehrung gilt mit p-fast iiberall nicht! Betrachte z.B.

1 <0
Fe)={, "2
0 >0
dann ist % = 0 p-fast iiberall.

Zu den Unterschieden zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral:

Wir wollen in einer Tabelle nochmal einige der wichtigsten Unterschiede der beiden
Integralbegriffe formulieren, die haufig zu Denkfehlern fiihren:

Riemann-Integral ‘ Lebesgue-Integral
. b a . .
gerichtet: [’doz = — ["dx nicht gerichtet: f[a’b] du
f € Rla,b] feLX, pn)
= beschrinkt = | f| endlich bis auf Menge von Maf 0
X = [a,b] auch p(X) = oo moglich

dabei: f € L(X, p)
= {z | f(z) # 0}o-finit
(d.h. abzéhlbare Vereinigung v. Mengen mit endl. Maf)

+oo . +R
J7 7 = lim [~ aber:
sin x sin x
z.B. L =g LR, p)
Konvergenzsitze:

monotone/majorisierte Konvergenz, Lemma von Fatou
Voraussetzungen miissen nur pu-f.ii. erfiillt sein

8.7 Die LP-Funktionsraume

Sei (X,R,u) ein Makraum und f,g : X — R* messbare Funktionen. Wir fiithren die
folgende Aquivalenzrelation ein:

f~g = flx)=gx) p-fast iiberall
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Mit f bezeichnet man zunichst die Aquivalenzklassen. Elemente in LP sind also nicht
Funktionen, sondern zunéchst mal Funktionenklassen. Aus Griinden der Bequemlichkeit
verwendet man diese Begriffe aber hiufig synonym. In diesem Sinne ist eine stetige
Funktion in L? zum Beispiel so zu verstehen, dass es in der Aquivalenzklasse eine stetige
Funktion gibt, es miissen aber keineswegs alle Funktionen in dieser Klasse stetig sein.

DEFINITION 8.35 Die Funktionenriume £” und £*>
Wir definieren die folgenden Funktionenrdume:
ferr(X,p) & [fPeLlXp), fef
fel®X,p) = Jex|flx) <c p-fast iiberall

Man schreibt oft f € £P, f € £*°. Darauf kann man die folgende Norm einfiihren:

T ( [ du)p

| fll, :=inf{c € R | |f(x)| < cp-fast iiberall}

SATZ 8.36 Holdersche Ungleichung
Seil<p<oo, 1<qg<oomitpt+q!=1,sowie f € LP, g € L. Dann folgt,
dass f-g € LY(X, p) ist, [ foll, < I, ll9ll, und

/X!fgl dué(/x\f\pduf-(/xlglq d/L)é

Beweis. Sei p = 1, ¢ = 00, g € L. Dann folgt |g(z)| < |\g|, wpfast {iberall. Al-
so ist |f(z)g(z)| < |f(z)|llgll,, wp-fast diberall. Dann folgt durch Integration | fg||, <
£l N9l e

Sei nun 1 < p,q < oo. Zu Zeigen ist ab < %p + % fiir a,b € R und a,b > 0. Sei
h(t) % + %, t > 0. Fiir ¢t - oo und ¢t — 0 ist h(t) — oo. Betrachte die Ableitung
R'(t) = =1 — ¢t7971 Es ist h(t) || fir ¢t €]0,1] und A(¢) ] fiir ¢ €]1,00[. Dann ist

1

min h(t) = h(1) = p~! + ¢! = 1. Daraus folgt h(t) > 1 fiir ¢ > 0. Wihle nun ¢ = 4+ =

>
Sl

p q
4+ % > 1. Daraus folgt dann

ya q
aq+1 bp+1 aP e

ab < + =—+—
p q p q
Dann ist
1 1
1+B:p(—+—>=p
q P q
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O.B.d.A. sei || f[|, # 0 und [lg], # 0. Wahle a = L&l und b = ¥EL. Dann folgt
ap = @) a6 1|f(@)]” | 1]g(@)]
- = - Iz q
Il lgll, =2 @ »p lIfl,  a llgllf
Durch Integration erhilt man dann schlieflich:
gl 17 alely 11
1A glly = pILAIG  allglly p o g
Also zuletzt || fgll; < |1, g, u

SATz 8.37 Minkowskische Ungleichung
Sei 1 < p <oound f,g € LP(X, ). Dann folgt, dass f + g € LP(X,u) ist und

1+ gll, < 171, + llgll,

Beweis. Die Fille p € {1, 00} werden zur Ubung iiberlassen. Sei nun 1 < p < co. Dann
ist

Zlf)l f=y

Zlg(x)fr f<g

Daraus folgt |f(x) + g(a)l” < 2(| |7 + |gI?) € L(X, p), also folgt |f + gl € L(X, p).
Nun ist

|[f(x) + g(@)[” < {

||f+g||z=/ gl duz/ 1+ gllf + gl dy
X X
< / IS+ gl dut / gllf + gl du,
X X

woraus mit der Holderschen Ungleichung dann

11, ([ 17 ot ) ol ([ 15+ ot )’
< (11, +1s1,) ([ 17+ o an)’

Daraus folgt dann || f + 9||p < ||pr + ||9||p~ -

SATZ 8.38
Der Raum LP(X, p1) ist mit der Norm |[[-[[, vollstdndig. Das heifst fiir 1 < p < oo
folgt, dass L£P(X, ) ein Banachraum ist.
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Beweis. Seialso 1 < p < oo. Der Fall p = co geht dhnlich, wird hier aber nicht bewiesen.
Sei {f.} € CF(LP), d.h.

Veso ING) Yamaene) o o= full” = / | fro = finl? dpp < €7
X

Wir betrachten nun eine Teilfolge ny < ny < ... < n; < ... mit n, € N so, dass
| frr — fnk+1Hp < 27% ist. Weiterhin betrachten wir ¢ € £4(X, ) mit p~! + ¢! = 1.
Dann folgt mit der Holderlin-Ungleichung

1+ G = ) Q1 < gl o = Fcl,
X —_—
<2k

Daraus folgt dann

g- (fnk - fnk+1) d:u < Hqu
>/ |

Uber den Satz der monotonen Konvergenz folgt damit

=/:\F
/ Z ‘g(fnk - fnkﬂ)l du < 0.
X k=1

Es gilt, dass F'(z) p-fast iiberall endlich ist. Daraus folgt die Konvergenz der Reihe:

Z |g (frr (@) = frpis (a:))’ konvergent u-fast iiberall.

Schrittweise folgt dann nun die Konvergenz der Reihen

Z | for (@) = frpps (@) konvergent

k=1

S (@) = Frea (@) = s @) = Jim £, (1),
k=1

Daraus folgt dann die Existenz von f(z) = limy_,c0 fn, (z) p-fast iberall (d.h. auf einer
Teilfolge). f ist messbar. Mit dem Lemma von Fatou folgt dann

) :
/yf—fnk\p di| < liminf /Ifnj — Sl du |
, Jj—ro0 N———
—:h>0 =h; 20
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das heift es ist h;(z) Oy p p-fast iiberall. Nun ist

<2-i <27k

——— —
oy = Faseally, 4 i = Fonll, = [ = -

Und mit dieser in Klammern angedeuteten Abschétzung auch ||fnj — fu ||p < 2-27F fiir

alle j > k. Daraus folgt, dass ||f — fo,[l, <2 27" ist und daraus schlieflich f,, N f.
Wir wollen nun aber eine Abschétzung fiir jedes Folgenglied, statt nur fiir eine Teilfolge.
Mit der Dreiecksungleichung ist

<e
——
Hfm - f||p < Hfm - f”k”p+ ||f'ﬂk o f”p'
—_——
—0
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wichtige Spezialfille:
Beispiel 1: £'(X, u), £L2(X,p) 3 f, 9.
Fiir diese beiden Funktionen ist ein Skalarprodukt definiert durch

(fi9)c2 = /Xf§ dp,

wobei g das komplexe Konjugat von ¢ ist. Spricht man, wie wir bisher, nur von reell-
wertigen Funktionen, so ist dies unerheblich. Wir sehen, dass der SATZ VON CAUCHY-
SCHWARTZ-BUNJAKOWSKIJ damit ein Spezialfall ist:

(f.9)] = ‘/fﬁ du‘ < [1fllol du <l pa=2

Damit ist £?(X, u) ein Hilbertraum.

Beispiel 2: X = N, R = 2" g-Algebra, M C N und u(M) = # sei das Zihlmag, d.h.
(M) = card(M). Damit ist pu({n}) = 1.

Betrachte nun eine Folge f, mit f : N — R. Dann ist

i1, = ([ 10 du>; - (if>

Dies bedeutet, dass £P(N, #) = [P ist.
Allgemein: Im Allgemeinen sind die £7(X, ) Banachrdume.

Anmerkung. Sei X = [a,b] und p das Lebesgue-Mafs. Dann zeigt sich, dass C§°[a, b]
dicht in £P([a, b], ) liegt fiir 1 < p < oo.
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8.8 Weitere Konvergenzaussagen

Sei (X, R, ) ein Mafkraum und p(X) < oo. Es ist
fo = [ € Veso AN Vi, Veex @ |fulz) — f(2)] <e,

sowie

) .
fn — f(ﬂ'fu') And u({a: : fn(aj) I f(ilf)}) =
Das Untere folgt aus dem Oberen, nicht aber umgekehrt.

SATZ 8.39 Satz von Egorov

Sei u(X) < oo und f, O, f p-fast {iberall. Dann folgt, dass fiir alle 6 > 0 ein
Es € R existiert, so dass die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

1. ILL(X\E(;) <0
2. fn|E5 = f|E5

Beweis. Es sei B = (o, {z : [fi(z) = f(x)] <m™'}, d.h. [fi(z) = f(z)| < m™" fiir
alle [ > n. Weiterhin sei nun E™ = J>7 | E. Es ist E* C EJ* C ... und

w(E™) = lim ,u( U Ek>

k—o00
:E'"L

Das heifst dann, dass fiir 6 > 0 ein N 3 ng = ng(0, m) existiert, so dass u(£™ \ £') <
627™ ist. Dann sei nun Es = () _; E. Wir zeigen nun, dass diese Menge diese er-
wiinschten Eigenschaften erfiillt.

Eigenschaft 2): Es ist 7 € E5 < & € E V,,,. Daraus folgt, dass |f;(Z) — f(Z)| <m™
genau fiir alle [ > ng erfiillt ist. Dies bedeutet aber, dass ein Grenzwert existiert mit
lim,, o0 fn(Z) = f(Z). Dabei ist die Wahl von ng = ng(d, m) unabhéngig von z, das heift
es liegt wirklich gleichméfige Konvergenz vor: f,|g; = f|g;-

Eigenschaft 1): Fiir alle m gilt (X \ E™) = 0, denn es ist g ¢ E™ genau dann, wenn
xo ¢ EM fiir alle n € N gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn —| f;(x) — f(z0)| <
m~! fiir alle [ > n ist. Daraus folgt dann aber fj(zy) - f(zo). Dies geschieht nach
Voraussetzung aber nur fiir xy € A mit einer Menge A, fiir die u(A) = 0 ist. Es ist also
wirklich p(X \ E™) = 0.

Damit ist dann (X \ E}? 5.0) = p(E™ \ B} 5,,)) < 627™. Damit ist dann

W\ Ep) = (xm ) (gl<X\Ez>)

oo
Z ) <6

<62 m

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Konvergenz im Malfs:

DEFINITION 8.40 Konvergenz im Maf
Wir definieren

Fu s oo Viso limp({z ¢ [fule) — J(2)] 2 6}) = 0
und sagen dann, f,, konvergiert im Mak gegen f.

SATZ 8.41
Sei f, & f p-fast iiberall. Dann ist auch f, - f.

Beweis. f,(z) -5 f(z) fir € X \ A mit u(A) = 0. Bs sei Ex(0) = {z : |fulz) —
f(x)| > ¢} Aukerdem sei R,(0) = Ug—, Ex(6) und M = (2, R,(J). Offenbar ist
R1(0) D Ry(6) D .... Daraus folgt p(M) = lim, oo pt(R,(6)). Unser Ziel ist es, zu
zeigen, dass M C A ist, denn daraus folgt dann u(M) = 0. Sei zp € X \ A, das heift
fulzo) == f(x0). Daraus folgt | f,(x0)— f(xo)| < 0 fiir alle n > N, und daraus wiederum
xo ¢ E,(0) fiir n > N. Dies impliziert dann z ¢ R, (9) fiir n > N und daraus letztlich
xo ¢ M. Dies heifit dann gerade M C A. Nach dem oben Gesagten ist dann p(M) = 0.
Dann ist limy, o t(Rn(0)) = u(M) = 0. Da E,(6) C R,(d) ist gilt 0 < p(E,(8)) <
(R, (6)). Da nun die rechte Seite gegen 0 konvergiert folgt lim,, . p(E,(d)) = 0, das
heifst

Tim i fo : |fale) = f2)] 2 8} ) =0.

~\~

=En (%)

Damit ist der Satz bewiesen. O

Anmerkung. Die Umkehrung f, - f = f, Q f p-fast iiberall gilt nicht!

SATZ 8.42
Es sei f, — f. Dann existiert eine Teilfolge frg, sO dass fp, L> f p-fast iiberall.

Beweis. Der Satz wird hier nicht bewiesen. O

Aufgabe. Zeigen Sie: f, £, f = f.57
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Zusammenfassung: Fiir ;(X) < oo erhalten wir also folgendes Diagramm:

n=01

J \{Nuf Ej (Egorov)

L2-Konvergenz

fo - fpntii.

L'-Konvergenz
x auf Teilfolge
H f

fn —

9 Zur Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen

Anmerkung: Im Englischen werden gewohnliche Differentialgleichungen ,ordinary dif-
ferential equations” genannt. Daher lautet das Kiirzel fiir diese ,ODE".

9.1 Motivation

ODEs beschreiben Probleme, welche deterministisch, endlichdimensional und differen-
zierbar sind. Doch was bedeuten diese Begriffe im Einzelnen? Dies wollen wir hier kurz
erldutern:
1. Deterministisch: Ist der Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ = ¢y (Gegen-
wart) bekannt, so kann er fiir alle ¢ bestimmt werden.
2. Endlichdimensional: Der Zustand des Systems wird durch endlich viele Groken
bestimmt.
Die Menge aller moglichen Zusténde eines Systems nennt man den Phasenraum M.
Beispiel:
Ein Beispiel einer typischen Differentialgleichung ist ¢(t) = —xg(t) (¢ > 0), dessen
allgemeine Losung sich durch g(t) = ¢(0)e " beschreiben ldsst. Der Zustand g(¢) des
Systems ist also alleine durch das Wissen des Parameters gy = ¢g(0) > 0 bestimmt. Der
Phasenraum wiére dann M = [0, +o0].
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Mathematische Beschreibung von ,deterministisch*:

Sei . = y(0) € M. Fiir t € R sei y(t) € M. Es sei ¢* : M — M mit g’z = y(t). Die
LSpur®, welche g'z in M fiir ein x hinterlasst wird mit Trajektorie oder Orbit bezeichnet.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1. ¢° =id
2. gt+s — gtgs — gs+t — gsgt
397" =(¢g")"

Insgesamt ist {¢'} also eine abelsche Gruppe. Das Paar (M, {¢'}) nennt man Phasenfluss.

Zum Begriff der Differenzierbarkeit:
g'x = g(t,x). Betrachte g : Rx M — M mit M C R". g sei in t differenzierbar. Betrachte
nun

d T
o) = —(g7) |
Man nennt v(z) das Geschwindigkeitsfeld. Es ist
d d
t — T t — T t
viyt)) = -(07y)| _ = egw)|
_ d T+t T—=s=r+t d s
Cdr (97"2) =0 ds (972)lo=
d
= —y(t
AU

Daraus folgt also y(t) = v(y(t)). Ist v = v(z) zeitunabhingig, so spricht man von einer
autonomen DGL. Ist dagegen y(t) = v(t,y(t)), v = v(t, x) zeitabhéngig, so spricht man
von einer nicht autonomen DGL.

DGL n-ter Ordnung:

y () = v (ty@),....y" (1)
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9.2 Die Methode von Euler

Im Laufe des Kapitels sollte man sich stets die folgende Skizze (Erklirungen unter dem
Bild) im Hinterkopf behalten:

T to =(t0. o)

=1l

Gegeben sei ein Phasenraum M C R". Aufierdem sei ein Zeitintervall I = [a,b] und
darin ein Punkt ¢y € I gegeben. Wir wollen das System in diesem Intervall bestimmen,
wobei es dabei den Phasenraum nie verlassen soll. Veranschaulicht man den R"™ als Fl&-
che und die Zeit als dritte Achse, so ist €2 := I x M ein Zylinder, dessen Grundfliche der
Phasenraum M ist. In € suchen wir eine Integralkurve. Projeziert man diese wieder auf
den R™ herunter, so erhélt man gerade die Trajektorie in M. Sei nun v : I x M — R"
das Geschwindigkeitsfeld. v sei stetig und es sei y(t) = v(¢,y(¢)) und y(t) = yo. Dies
nennt man ein Cauchyproblem oder Anfangswertproblem (AWP).

Betrachte nun die Gleichung y(¢) = v(t,y(t)). Durch Integrieren wollen wir die Ablei-
tung eliminieren:

y(s) = y(t0) + [ wlt,v(e) d

to

Allerdings hat man nun das Problem, dass y dafiir im Integranden auftaucht. Wir haben
nun also folgende zwei Probleme:

(1) ¥() = v(t,y(@)) mit y(O)]i=, = yo

s

(2): y@:m+/wwwmw

to
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Wir wollen an das Vektorfeld v nun einige Forderungen stellen, so dass die Differential-
und die Integralgleichung nicht nur zu dquivalenten Problemen, sondern auch losbar in
unserem Verfahren werden:

1. v:Q — R" stetig.

2. [[v(t,x)| <C, (t,x) € Q.

3. lw(t,a") —w(t,2")|| < L|z' —2"|.
Annahme: Es existiert eine Losung von (1) < (2). Wie konnen wir diese dann
bestimmen?

Unterteile zunachst [ in t,,,t,_1,...,t0,t_1,....
Erster Schritt: t € [to, t1]. Wir approximieren

3):  (s) =y(to) + / Cw(t,yo) dt

Es sei y(t1) = y1.
k-ter Schritt: i.A. fiir s € [t,_1, tx]:

(3):  F(s)=yr-1+ /ts v(t,yg—1) dt

Wichtig: Im Allgemeinen ist
) LA
Y =5(t) # y(te)-

Vereinfachung: v(t,yix_1) — v(tx_1,yx—1). Dann ist

Y = Yk-1 +/ V(tk—1,Yk-1) dt.

tk—1

N J/

TV
(s—tk—1)v(tk—1,Yk-1)

Frage: Unter welchen Bedingungen bleibt ¥ bzw. ¥ in M7 Aus der zweiten Forderung
von oben erhalt man

Iy(8) = voll < |s —to] - C
und fordert dann noch
< dist(yo, OM).
Daraus erhélt man dann eine Bedingung an das Zeitintervall [:
|s — to| < Ot dist(yo, OM).

Man kann all diese Schritte analog fiir ¥ und ¥ durchfiihren und erhilt die selben
Abschétzungen. Nicht nur die Losung, sondern auch unsere Approximation bleiben also
in M.
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Frage: Wie gut ist diese Approximation? Es sei |[b — 0] = |b — to| < C~! dist(yy, IM)
und b = ty, dann ist |ty — ty_1| = &. Fiir s € [to, 1] berechnen wir zunéchst (2)—(3):

w6 -3 = [ (b3 (6) — (b, o) di

to

Damit konnnen wir dann berechnen:

() = (s)l| £ L / (0 - yoll dt

0

gL/ (t—to)-Cdt:%(s—to)Q.
to

Es sei Ay := ||y(t1) — y1]|- Es gilt dann insbesondere A; < % (%)2

Wir betrachten nun nochmal (2) und schreiben diese Gleichung wie folgt:

@) y(s) = y(te) + / " vty (n) di

Nun berechnen wir fiir s € [tx_1, tx] den Term (2°)—(3’):

y(8) = 5(s) = y(tr—1) = Yr—1 + /t (v(t,y(1) = v(t, yx-1)) dt,

und kénnen dann wie folgt abschitzen:
[7(s) = 5 (sl

< [y (te-) = yeou | + / ) vl (b 1)+ w3t ) — () dt

~ te—1
Ap_1 =0

< Ak_1+/ts lv(t,y(#) = v(t, y(tk-))ll dt+/: Iv(t, 5 (tk-1)) + v(E, ye-) || dE

- —1

<Beat L[ IO -yl derL [ rte) - via| d

te—1 tp—1 ~
Ap_1

LC
< Apg + T(S —tr1)? + L(s — ty_1)DAgy

Fiir s = t; ergibt sich damit

A=l (t) = )l < A (14 L ) + 5 (3) |
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Wie entwickelt sich nun der Fehler? Es ist
LC [ b\?
<~
=2 (Y
LC [ b\ b LC [ b
< 2 i
<5 () (1+LN)+ C ()
_LC (b
2 \N
2 2
Aggﬁg(ﬁ) (1+L ) (1+L )]

2 \ N
Und fiir ein beliebiges k ergibt sich:

Und damit dann:

C /b
< — (=
»25(¥)

Fiir £k = N folgt damit

ww—ww:ANS%%(Q+%9 _Q
1Ch .,
Sya

Wir sehen also, dass das Euler-Verfahren wirklich konvergiert und haben sogar eine
Abschétzung an die Konvergenzgeschwindigkeit.
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9.3 Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung des
Cauchy-Problems

Wir betrachten das Cauchy-Problem y(¢t) = v(¢,y(¢)) und y(t)|i=t, = yo. Es sei ¢,y €
I =a,b] und Q =1 x M, wobei M C R" der Phasenraum ist.

SaTz 9.1 Picard-Lindelof
Erfiillt v : 2 — R” die drei Bedingungen von oben, das heifst erfiillt es
1. v:Q — R” stetig,
2. vt x)| <C, (t,x) € Q,
3. Jw(t, o) = v(t,2")|| < L =" — 2",
so besitzt das obige Cauchy-Problem genau eine Losung fiir ¢ € I.(tp) mit I. =
{tel:|t—1ty <(1—¢e)a}, wobeie > 0und o = min{C~!dist(yy, OM), L7'} ist.

Beweis. Strategie: Anwendung des Fixpunktsatzes von BANACH.

1. Schritt: y : I.(tg) — R" 16st das Cauchyproblem genau dann, wenn y(¢) = yo
fti v(7,y(7)) dr ist (t € I.(t)). Dies ist dquivalent dazu, dass y = Ty mit (Ty)(?)
Yo + ftz v(7,y(7)) dr gilt. Dabei ist y € C(I.(t9), R™).

2. Schritt: Es sei F' = {f € C(I.(to),R")|f(t) € U..(vo)}, d.h. Vt € I.(to) ist
1 f(t) — voll < re mit r. > 0. Fiir f,g € C(I.(ty), R") erinnern wir uns an ||f — g||, =
maxer. 1) || f(t) — g(t)|| = de(f, g). Wir behaupten, dass (F,d¢) ein wollstindiger me-
trischer Raum ist. Wir wissen, dass C(I.(to), R") ein Banachraum ist, insbesondere ist
er also vollstindig. Fiir diesen Raum ist 7" aber nicht wohldefiniert, weshalb wir uns
auf F' beschriinken. Wir betrachten daher nun eine Cauchyfolge {f,} € CF(F,d¢), das
heilt do(fr, fm) — 0. Es ist aber offenbar auch {f,} € CF(C(I.(ty),R")) und da dieser

vollsténdig ist existiert ein f € C(I.(tp), R™) mit f, e, f. Da f, € F gilt folgt, dass
Vit € I.(to) gilt, dass || f.(t) — yo|| < 7. ist. Und wegen f, ey f < f.= f folgt auch
fn Y, f und daraus || f(t) — yo|| < r.. Also ist f € F und es gilt f, e, f, also ist F’
wirklich ein vollstdndiger metrischer Raum.

3. Schritt: Wir zeigen, dass fiir ein geeignetes r. > 0 wirklich 7": F' — F' ist und dass
T dann sogar eine Kontraktion ist. Fiir y € C(I:(ty), R") gilt Ty € C(I-(to), R") nach
der ersten Voraussetzung im Satz. Es ist

+

1(Ty)(t) = vol < <|t—ty|-C

/ Iw(r, ()| dr
ty ————

<C
< (1 —¢g)dist(yo, OM).

Das bedeutet fiir . > (1 — ¢) dist(yo, 0M) gilt Ty € F fir alle y € C(I.(tp), R") mit
v(t) € M, insbesondere also auch fiir y € F. Es bleibt noch zu zeigen, dass es sich
wirklich um eine Kontraktion handelt. Dazu betrachten wir f,g € C(I.(t5), R") mit
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f(t),g(t) € M. Es ist

[ (vt 1) w9t o

to

(7)) - (Tg)(t)] = ]

< / L-|f(r) - g(r)] dr
<t =tol - L+ max [1/(r) = g(7)]
<|t—to|-L-de(f,g)

——

<(1-e¢)

< (1 —¢)de(f,9)-

Es ist also do(Tf,Tg) < (1 —¢e)dc(f, g) fiir € > 0. Wahle nun ¢ > 0 und

re = (1 — ¢)dist(yo, OM), so ist also (F,d¢) ein vollstindiger metrischer Raum und
T : F — F eine Kontraktion. Mit dem FIXPUNKTSATZ VON BANACH folgt dann, dass
genau ein y € F' mit Ty =y gibt. 0

Anmerkung: Durch wiederholtes Anwenden des Satzes von PICARD-LINDELOF kann
man die Losung schrittweise eindeutig fortsetzen (und zwar sowohl vorwérts als auch
riickwérts in der Zeit), bis sie  verlédsst, das heifit, bis sie entweder das gesamte Zei-
tintervall ausfiillt (d.h. durch die obere Wand des ,Zylinders* stoft), oder bis sie den
Phasenraum verlésst (d.h. durch die Wand des ,Zylinders* st6ft).

Anmerkung: Die Voraussetzungen des Satzes sind nicht ,optimal“, das heifst sie sind
nicht die minimalsten Anforderungen, um die Aussage des Satzes zu erhalten. Der Satz
von PICAD-LINDELOF hat aber den Vorteil, dass die Bedingung der Lipschitz-Stetigkeit
einfach zu verifizieren ist. In der folgenden Anmerkung soll dazu dennoch ein Beispiel
gegeben werden.

Anmerkung: Es sei M = M konvex und beschriinkt, sowie v auf int(M) sei Frechet-
differenzierbar, sowie v’ stetig auf M fortsetzbar. Konvexitit bedeutet dabei, dass das
Verbindungsstiick zweier Punkte von M immer ganz in M liegt. Damit ist dann

[v(t,x) —v(t,y)| < Sup. [Dxv(t, %) - [x —v|| < Llx—vl.
XEX,Y

Die Lipschitz-Stetigkeit ist hier also eine Folgerung und damit eine schwéchere Bedin-
gung als Differenzierbarkeit.

Der Fixpunktsatz von BANACH gibt zudem eine Lésungsmethode:
Wiahle hg € C(1.(to), R™) mit hy(t) = yo = hg € F. Dann sei fiir t € I.(tp):

By(6) = (Thy-)() =30+ [ w(rbya(r)) dr.

to

Daraus folgt dann h; e, v, das heifst h; = y.
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Frage: Wie schnell konvergiert diese Losungsmethode?

t
|wm—hms\/wvyv»m-
to
< C‘t - t0|7

also folgt dann:

/t (w(T,y(T)) — (T, ]ho)> dr

to

wamwm\

t
<|[ Ll -l or
to
t
SC’L/|T—t0|dT
to
cL )
< T|t_t0| :

Fiihrt man dies fort, so erhélt man fiir j € N:

CL’ A
[y (t) = (@) < mﬁ — to !

fir ¢ € [E(tg)

9.4 Der Satz von Peano

Der Satz von PICARD-LINDELOF hat als wichtige Voraussetzung die Lipschitz-
Stetigkeit (||v(t,x") —v(t,x")|| < L||x’ —x"||). Dies ist aber in vielen Anwendungen
nicht gegeben, wie das folgende Beispiel zeigen soll:

Beispiel: §(t) = /y2(t), t € R, y(0) = 0.

Das Geschwindigkeitsfeld ist autonom und lautet v(t,y) = v(y) = y3. v ist aber nicht
Lipschitz-stetig (in 0). Wir betrachten nun die Losungen der Differentialgleichung.
Losung 1): Die triviale Losung lautet y(¢) = 0 (¢t € R).

Losung 2): Wir machen den folgenden Ansatz:

0 '
33@ﬁ“4

Dies fiithrt dann zu

t . Yy d
/ 3y(T) dr :/ = =3y
Ju /Y2(T) w Y3

VvV
linke Seite

y(t)

= (t — tg) .
y(to)=yo N——

- rechte Seite
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Wir erhalten damit

was uns schlieklich zur Losung y(t) = (%)3 fithrt. Dies 16st die Differentialgleichung und
erfiillt die Anfangsbedingung.

SaTz 9.2 Satz von Peano
Sei Il CR, M CR", Q=1x M, (to,y0) € Q. Zudem gelte

1. v: Q%% Re,
2. |v(t,x)|| < C fiir alle (¢,x) € €.

Dann folgt, dass das Cauchyproblem fiir ¢ € fs(to) mindestens eine Losung besitzt,
wobei I.(tg) = {t € I : |t — to| < (1 — &) % dist(yo, OM)} ist.

Wir wollen uns dem Beweis dieses Satzes nun langsam ndhern. Dazu formulieren wir
zundchst eine Vorgehensweise.
Strategie des Beweises: Wir wollen einen vollstéindigen, metrischen Raum (F,d) fin-
den, um den Fixpunktsatz von BANACH anzuwenden. Klar ist, dass es keine kleine Ande-
rung des Beweises des Satzes von PICARD-LINDELOF sein kann, da wir die Eindeutigkeit
der Losung im Satz verlieren.

DEFINITION 9.3 relative Kompaktheit B
G C F heift relativ kompakt genau dann, wenn G (folgen-)kompakt ist.

Beispiel: G C R”, G beschrinkt, so ist G relativ kompakt, denn G ist dann beschrinkt
und abgeschlossen (Satz von BOLZANO).

Das Kriterium von Bolzano gilt aber nicht in unendlich-dimensionalen Rdumen!
Anmerkung: Gegeben sei eine Folge {f,,} € G, dann ist G relativ kompakt genau dann,
wenn es eine Teilfolge {f, } — f € G gibt.

Essei D C Fund T : D — F, wobei T im Allgemeinen nicht linear ist. Wir fiihren
folgenden Begriff ein:

DEeFINITION 9.4 kompakte Abbildung
T heiflt kompakt auf D genau dann, wenn 7'D = {y € F|y = Tz, v € D} relativ
kompakt ist.

DEFINITION 9.5 Approximative Losbarkeit des Fixpunktproblems

Das Fixpunktproblem ldsst sich fiir T auf D approximativ losen, falls eine Folge
{z,} mit z, € D existiert, so dass d(Tz,, z,) — 0.

Anmerkung: Wihrend die x, noch in D liegen, kann es bereits sein, dass T'x, nicht
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mehr in D liegt. Approximative Losbarkeit bedeutet jedoch, dass die Bilder nicht ,sehr
weit“ aus D herausfiihren.

SATZ 9.6
Es sei (F,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und F' O D abgeschlossen. Ferner
sei eine Abbildung T': D — F gegeben, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
1. T': D — F' ist stetig.
2. T ist auf D kompakt.
3. Das Fixpunktproblem ist fiir 7" auf D approximativ 16sbar.
Dann folgt, dass es mindestens ein y € D mit Ty = y gibt.

Beweis. Aus 3. folgt, dass es eine Folge {z,} C D gibt, so dass d(Tz,,z,) — 0 ist.
Wir bezeichnen y,, := Tz, € T'D. Aus 2. folgt aukerdem, dass T'D relativ kompakt ist,
das heiRt es gibt eine Teilfolge {y,, }, so dass y,, — y € TD ist. Also ist d(yn,,y) — 0,
aber auch d(y,,,z,,) — 0. Dann folgt, dass auch d(z,,,y) — 0 ist, also gilt z,, — v.
Da z,, € D gilt folgt damit y € D = D (da D nach Voraussetzung abgeschlossen ist).
Da aufterdem T stetig ist, folgt

. . stetig .
lim y,, = lim Tz,, =T lim z,, .
k—r00 k—ro0 k—00
=y =y

Also ist y = T. O

Wie wird diese Idee implementiert?

Es ist C'(I.(ty), R") ein Banachraum. Es sei C'(I.(to),R") D U,.(yo) = {f € C(L.(ty)) :
1 f(t) = vol| < 7} mit r. = (1 — ¢) dist(yo, OM). Es sei F' = U,_(yo) mit d = d¢. Dann
folgt, dass (F,d¢) ein vollstandiger, abgeschlossener metrischer Raum ist.

Es seinun T: D — F mit D = F = D gegeben durch

rpw=vo+ [ v f(r) dr L te L),

to

Wir miissen nun die drei Eigenschaften 1., 2., 3. aus dem Fixpunktsatz zeigen. Dann
folgt, dass mindestens ein y € D = F' existiert, so dass y = Ty ist. Durch Differenzieren
etc. folgt dann y(t) = v(¢,y(¢)) und y(ty) = yo.

1. Eigenschaft: T': D — F ist stetig

Fiir die Abbildung (D, d¢) — (F,d¢) ist insbesondere die verwendete Metrik d¢ gleich.
Zu zeigen ist also:

Ves035=6.(9)VeD If - 9”0 <d = ||Tf— TQHC <E.
— —

=dc(f.9) =dc(Tf,Tg)

Betrachte v : I:(ty) X U(yy) — R™. Tnshesondere ist Iz(to) X Uy (y,) eine kompakte Menge
in R x R". Da v nach Voraussetzung stetig ist folgt damit, dass v gleichméfig stetig ist.
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Frieren wir v im ersten Argument ein, so bedeutet dies insbesondere
V5>OEISE>0Vt€f5(t0)vx,7x,,EW Ix' — x| < 0. = |lv(t,x") — v(t,x")|| <e.
Wihle f,g € D = C(I.(ty)) mit Werten in U,.(yo) mit || f — g||, < .. Daraus folgt

Vietuo) I1F(E) = 9()]] < 6.

Daraus wiederum sehen wir dann

(Tfﬂﬂ—%T?XO=i/t64ﬂf@?)—vﬁnﬂTD)dﬂ

to

womit wir dann wie folgt abschétzen konnen:

@0 - Ol < | [ [ (vtr. 700 = w91} | ar

< |t t|5<6ré
< ole = e

n—oo

3. Eigenschaft: 3{z,} mit z, € D, so dass d¢(Tx,,x,) — 0.
Wir betrachten ¢ > t;. Es ist

(t) Yo fiir t € [to, to +n ]
" A vo+ [t v(T,xp(T —n71)) dr fiir t > tg+nt
0 t()—l—n*l yn 0

Wir wollen nun zeigen, dass diese Folge wirklich die gewiinschte Eigenschaft erfiillt, das
heifst, dass || Tz, — 2,|| — 0 gilt. Es gilt

u@mmwwmm”@"lfvmmw»w—/ V(7,2 (T — 1Y) dr

to to+n—1

—1 1

[ stmaenas— [ wtor o) as

to to

<

/tjnl v(s, Tu(s)) ds

:

-1

</” [v(s,zn(s)) ds — v(s +n~" 2, (s))|| ds+Cn7".

=,
Da v gleichméfig stetig ist gilt insbesondere

v8>0356>0vX6Ur§(yo)vtl7t//ej’§(t0)|t/ - tlll < 58 = ||W(t,,X) — W(t//,X)H < €.
Wir wihlen nun n so, dass n~! < 4, ist. Damit ist dann
|V (s, z,(8)) — v(s +n~ 1 z,(s))|| < e. Also folgt

[(T22)(8) = 2a(®)]] < O 4 [t — 0! — |

n—oo

r=
<Cnl4e="220.
<Cn +5C
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Wir wollen das Fixpunktproblem Ty = y (y € D) lésen. Wir haben jetzt =, € D :
Tx, — 2, e, 0, aber: Wir wissen nicht, ob {z,,} konvergiert. Falls dem so ist, so ist
Tz, —x, = s, und wir wissen s,, — 0, x,, — y und T'z,, — Ty, dann wére also wirklich
Ty = y. Wir werden zeigen, dass eine Teilfolge z,, — y konvergiert. Dies ist bereits
ausreichend. Dazu bendtigen wir noch die 2. Voraussetzung des Fixpunktsatzes, das
heifst, dass T'D relativ kompakt ist.

Wir benétigen hierfiir ein Kompaktheitskriterium in C'(Iz(ty), R"). Der Satz von BOLzZA-
NO gilt in diesem Raum nicht.

DEFINITION 9.7  Gleichgradige Stetigkeit
Eine Menge von Funktionen G C C(I,R™) heift gleichgradig stetig genau dann,
wenn

Veso Ja.50 Vet Vieo [t =1 <0 = [If() = f(E)]| <e.

LEMMA 9.8 R _
Sei J eine dichte Teilmenge von I und {f,} C G C C(I,R"), wobei G eine gleich-

gradig stetige Menge sei. Ferner gelte Vt € J f,(t) 0, f(t). Dann folgt:
3f e o(I,R - f, Mg ¢

Beweis. Dazu miissen wir zeigen, dass {f,} € CF(C(I,R")) gilt, da wir ja wissen, dass
der Raum vollstandig ist. Das heifst, wir miissen zeigen, dass

1 fa(t) = fm(@)]| <& fitr m,n > N. und alle t € I gilt.

Wihle € > 0 und sei 0. > 0 gegeben durch die Definition der gleichgradigen Stetigkeit
von G. Fir I = [a,b] sei zg =a <z < ... <z, = b eine Zerlegung von I. Wir wihlen

-----

dicht in I liegt, das heifst, wir finden fiir alle k = 1,...,n ein t; € AN J. Betrachte nun
t € I. Dann existiert ein k, so dass t € Ay ist, dann ist auch |t — t| < J., und es gilt

[fn(®) = S @) < [ fn(2) —vfn(tk)ljﬂlfm(tk) = S @)+ [1fn(tr) = fn ()] -

.

~~
<e <e

Fir £ = 1,...,n gilt f,(tx) — f(tx). Daraus folgt, dass {f.(tx)} € CF(R") ist. Und
dies bedeutet, dass fiir alle ¢ > 0 ein N(e, k) existiert, so dass fiir alle n,m > N(e, k)
gilt, dass ||fa(tx) — fm(te)]] < € ist. Da es nur endlich viele N(e, k) gibt wihlen wir
N, :=max{N(e,1),...,N(g,n)} und dann gelten fiir n, m > N alle diese Ungleichungen
gleichzeitig und es folgt neben dem Obigen sogar

150(8) = S < ) = Futi)+ [ (0) = S )]+ [ Fnlt) = i8]

~~ ~~
<e <e <e

fiir n,m > N.. Die linke Seite wird also klein und damit ist das Lemma bewiesen. O
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SATZ 9.9 Lemma von Arzela-Ascoli
C (f ,R™) D G ist relativ kompakt genau dann, wenn die folgenden Voraussetzungen
erfiillt sind:
1. G ist beschriinkt, d.h. es existiert ein C, so dass fiir alle f € G und ¢t € I gilt:

IF @l <.
2. G ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir werden uns zunéchst auf den Beweis einer der Richtungen beschréanken,
da wir nur die eine Richtung fiir die Anwendung beim Satz von PEANO bendétigen. Wir
beweisen also zunéchst die Richtung ,,<*

Wir betrachten eine Folge { f,,} mit f,, € G. Zu zeigen ist, dass diese Folge eine Teilfolge
enthilt, die in C'(I,R™) konvergiert. Es sei J = INQ, diese Menge liegt dicht in 7. Dann
konnen wir J = {7, 79, ...} schreiben, da Q abzéhlbar ist.

1. Schritt: Betrachte die Folge {f.(m1)}. Diese Menge ist nach Voraussetzung 1 in R”
beschrankt. Nach dem Satz von BOLZANO ist sie damit relativ kompakt, d.h. es existiert
eine Teilfolge f,, =: f,gl), so dass f,il)(ﬁ) konvergiert. Dieser Grenzwert sei f(7).

2. Schritt: Betrachte die Teilfolge { f,i”(Tg)}, diese ist wieder beschrankt und wir kénnen
wieder eine Teilfolge féll) =: fl(z) auswéhlen, so dass fl(z) (72) gegen f(72) (und auch in 7)
konvergiert. Wir fithren diese Konstruktion nun fiir f,gl), fl(Q), fr(,f’), ... fort und erhalten
damit eine Diagonalfolge f,gr). Diese Folge konvergiert auf allen 7. € J. Aus dem letzten
Lemma folgt damit f,gr = f, da GG nach Voraussetzung 2 gleichgradig stetig ist. U

Wir kénnen uns damit dem letzten Schritt zum Beweis des Satzes von PEANO zuwenden
- der zweiten der drei nachzuweisenden Eigenschaften:

2. Eigenschaft: T'D ist relativ kompakt.
Dazu miissen wir nun zeigen:

e T'D ist beschrinkt (2').
e T'D ist gleichgradig stetig (27).
(2°): Esist (Tf)(t) = yo—l—fti v(7, f(7)) dr. Wir wollen die Norm davon nun abschétzen:

vot [ w10 ar

to

1T fll oz rmy < max

e i
< Alyoll + 111 C.

Damit ist T'D durch drei endliche Konstanten beschrénkt, die nicht von f abhingen.
(2”): Wir schétzen ab:

I(THE) — (THE) < / v(r, f(r)) dr

§|t,—t”|~0
<eg,
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falls |t —t"| < 6. = eC~', wobei §. nicht mehr von f abhingt.
Damit sind nun alle nachzuweisenden Eigenschaften und damit der Satz von PEANO
bewiesen. 0

Kommentare:

1. Der Beweis des Satzes ist nicht konstruktiv, d.h. wiahrend wir beim Satz von
P1CARD-LINDELOF im Laufe des Beweises ein Iterationsverfahren zur Konstruk-
tion der Losung erhalten haben, erhalten wir beim Satz von PEANO keine solche
Vorschrift. Dies liegt daran, dass wir aufgrund des Kompaktheitarguments einen
Algorithmus bendtigen wiirden, der uns sagt, wie eine Teilfolge konstruiert werden
kann. Wir kennen allerdings lediglich die Existenz einer solchen Teilfolge.

2. Der Beweis der Séitze von PICARD-LINDELOF und PEANO zeigt, wie wichtig Fix-
punktsitze sind. In der modernen Mathematik stellen diese Fixpunktsitze ein sehr
wichtiges Werkzeug dar.

SATz 9.10 Satz von Schauder
Sei B ein Banachraum und B D D sei abgeschlossen und konvex. Ferner sei 7' :
D — D stetig und auf D kompakt. Dann existiert (mindestens) ein y mit Ty = y.

Spezialfall: Sei U;(0) = {z € R" : ||z|| < 1} die abgeschlossene Einheitskugel im end-
lichdimensionalen R"™. Weiter sei T : U;(0) — U;(0) eine stetige Abbildung. Damit l4sst
sich der Satz von SCHAUDER anwenden, d.h. es gibt ein y € U;(0) mit Ty = y.
Anschaulich bedeutet dies: Bildet man die abgeschlossene Einheitskugel stetig auf sich
selbst ab, so gibt es mindestens einen Punkt, der dabei nicht bewegt wird. Dieser Spe-
zialfall ist als BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ bekannt.

Vervollstindigung des Beweises von ARZELA-ASCOLI:
Wir wollen uns im Folgenden wieder dem Satz von ARZELA-ASCOLI widmen, von dem
wir zunédchst nur einen Teil bewiesen hatten.

DEFINITION 9.11 e-Netz
Sei (B, d) ein metrischer Raum und G C B eine Teilmenge. Eine Teilmenge G. C G
heifst e-Netz genau dann, wenn fiir alle z € G ein y = y(e,x) € G, existiert, so
dass d(z,y) < ¢ ist.

LEMMA 9.12
Es sei G C B mit G relativ kompakt und B vollstindig. Dann existiert fiir alle
€ > 0 ein endliches e-Netz.

Beweis. Angenommen, es gibt ein ¢y > 0, so dass es kein endliches £yo-Netz gibt. Be-
trachte yo € G, dann ist G\ U, (yo) # 0. Betrachte dann y; € G \ U, (o), so ist
G\ (Usy(y0) UUg (1)) # 0. Wir erhalten also eine Folge y1,...,yk,... aus G mit der
Eigenschaft, dass d(yg,y1) > go fiir alle [ # k ist. Dann gilt dies aber auch fiir jede

Teilfolge yx, , womit keine Teilfolge existieren kann, die eine Cauchyfolge ist. Dann kann
keine in B konvergente Teilfolge existieren, womit GG nicht relativ kompakt ist. U
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Beweis von ,,=“ von ARZELA-ASCOLI:

Jede kompakte Menge ist beschrinkt. Da G C G und G kompakt ist, ist damit auch G
beschrankt. Es bleibt also noch die gleichgradige Stetigkeit nachzuweisen.

Seie > 0und fi,..., fn() das endliche e-Netz G, C G, das heifst fiir alle f € G existiert
ein fy € Ge, so dass ||f — fillogny < € ist (*). Alle fi,..., fy() sind stetig auf dem

kompakten Intervall I und damit gleichméfig stetig. Fiir das gewdhlte ¢ > 0 existieren
also 6(e, k) > 0, so dass fiir alle t/,t” € I mit [t/ —t"| < d(e, k) gilt: | fp(t)— fe(t")] < e. Da
es nur endlich viele solcher d(e, k) gibt kénnen wir das Minimum ming—;, n() d(c, k) =:
d(e) > 0 wahlen. Dann gilt [t/ —t"| < d(e) = |fe(t')—fe(t")] < efivallek =1,...,N(e).
Wihle nun ,¢” € I mit [t' — "] < 6(¢) und wihle f € G, so gibt es ein f; mit der
obigen Eigenschaft (*). Dann folgt

1) = FEON < I E) = Al + (£ — St + [ ) — ST

-~

NV
<e <e <e

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. U

9.5 Stetigkeit der Loésung des Cauchyproblems beziiglich der
Anfangsdaten

Gegeben sei das Cauchyproblem y(t) = v(t,y(¢)) und y(to) = vo. Es sei (t9,v0) €
int(/) x int(M). Auberdem seien die Voraussetzungen 1. - 3. des Satzes von PICARD-
LINDELOF gegeben. Dann existiert y(¢) = y(¢;to,yo) auf I. und ist dort eindeutig.

SATZ 9.13
v(t;to, yo) ist stetig in allen drei Argumenten.

Beweis. Wir werden den Beweis nur skizzieren. Wir betrachten noch einmal das Ver-
fahren aus dem Beweis des Satzes von PICARD-LINDELOF. Es ist ho(t) = yo stetig in
(t,t0,v0). Nun war hy(t) = yo + ftz v(T, ho(T)) d7, und dies ist ebenfalls wieder stetig
in (¢,to,yo). Dies kann man fortfithren, d.h. h;(t) = yo + ffi v(7, hj—1(7)) dr ist immer
stetig in (¢,tg,yo). Wir kennen neben dem Ldsungsverfahren aber auch eine Fehlerab-
schitzung:

1 . .
tt — hi(t,t < CLt — to[
Hy(a 07§’0> ](7 an())H =~ (j‘l’l)' | Ol
L-|L|)
<o) e
(7 + 1)
2%,

wobei diese Konvergenz gleichméfig beziiglich ¢t € I. (aber auch t; und yo) ist. Damit
ist der Grenzwert stetig. n
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9.6 Techniken zum Losen von Differentialgleichungen

Wir werden uns im Folgenden mit einigen Losungstechniken fiir Differentialgleichungen
beschéftigen. Dabei beschrianken wir uns auf Differentialgleichungen erster Ordnung. Fiir
das Verfahren der Trennung der Veranderlichen betrachten wir also

Y (x) = f(z,y)

und sagen, dass diese Differentialgleichung trennbare Verdnderliche besitzt, wenn man
f(z,y) = h(y)g(x) mit h(y) # 0 schreiben kann. Dann gilt

Y hy)ga)

dx
& /@ dy—/g(x) dz +c.

Beispiel: Es sei die Differentialgleichung (z? — 1)y’ = —2xy? mit der Anfangsbedingung
y(0) = 1 gegeben. Wir sehen, dass diese Differentialgleichung der obigen Form geniigt,

wenn man g(z) = 5*= und h(y) = y? schreibt. Es folgt also
1 2z
/Edy:_/ﬁ—l dz +c¢
1
& ——=—-In|z* -1 +c
Y

Damit erhalten wir y(x) = . Einsetzen der Anfangsbedingung liefert ¢ = —1

und wir erhalten die Lésung

B 1
Sz -1+ 1

1
In|z2—1|—c

y()

Beispiel: Es sei die Differentialgleichung y'(x) = 21/y(x) mit der Anfangsbedingung
y(0) = 1 gegeben. In diesem Fall ist g(x) = 2 und h(y) = \/y und wir erhalten

Dies liefert uns also y(z) = (z + %)2 und mit der Anfangsbedingung folgt ¢ = £2, wir
erhalten also als Losung

ylo) = (@ £1)".

Dies sind aber nicht alle Losungen, denn es gibt tatsidchlich noch zwei weitere Losungen:

(r+1)? fir —1<z<1
y(z) =
0 sonst
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Beispiel: Es sei die Differentialgleichung xy/(z) +y(z) = (y(z))? mit der Anfangsbedin-
gung y(1) = % und der Einschriankung x > 1 gegeben. Wir trennen die Variablen mit
g(z) = X und h(y) = y* — y und erhalten

1 1
/2 dy:/—d:c—l—c
y -y T
1 -1 1
@/(—+—> dy:/—dx—l—c
y—1 y r

& Inly—1—Inly| =Injz| + ¢

ly—=1
m |z| = ¢x.

Mit der Anfangsbedingung folgt, dass 0 < y < 1 gilt, wir miissen also keine Fallunter-
scheidung durchfithren und erhalten y(x) = Hﬁ Aus der Anfangsbedingung folgt dann
¢ = 1 und wir erhalten als Losung

B 1
142

y()

Lineare homogene und inhomogene Differentialgleichungen

Die allgemeine Form lautet

a1 ()Y (v) + ao(v)y(z) = g(w),

wobei a; # 0 und = € D gilt. Dabei ist D der gemeinsame Definitionsbereich von ay, ag
und g.
Wir nennen diese Differentialgleichung

e linear in y,

e homogen, falls g = 0,

e inhomogen, falls g # 0.

SATZ 9.14
Jede Losung y(x) der Differentialgleichung a1y’ + apy = g ist gegeben durch
y(x) = yn(z) + yp(x), wobei y, Losung der homogenen und y, spezielle Losung
der inhomogenen Differentialgleichung ist.

Beweis. Wir definieren zunéchst den Operator Lly| := a1y’ + agy. Fiir die Richtung
»=" sei y, Losung der homogenen DGL und y, spezielle Losung der inhomogenen DGL,
d.h. L[yn] = 0 und L[y,] = g. Damit folgt aus Linearitédtsgriinden fiir y = yj + y,, dass
Lly] = L{yn + yp] = L{ys] + L[y,] = 0+ g = g, also 16st y die Differentialgleichung,.

Fiir die Richtung ,,<=* seien y(x) und g(z) Losungen der Differentialgleichung. Dann gilt
wieder aus Linearitédtsgriinden L[y — ] = L[y| — L[g] = g — g = 0. Die Differenz y — g
16st also die homogene DGL, es ist damit alsoy —y =y, & y=yn+ 7. O
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Losungen der homogenen Differentialgleichung: Es ist also g(x) = 0 und wir
haben damit die Differentialgleichung a;(z)y'(z) + ao(x)y(z) = 0 vorliegen. Hier kénnen
wir aber eine Trennung der Verdndlichen durchfiihren, indem wir schreiben:

() =~y

al(l’)

w [yu= [y

& yn(x) = coxp (— / (@) d:c) — in(a).

ai(x)

Wir fithren jetzt eine Variation der Konstanten durch. Dazu setzen wir y,(z) = ¢(2)gn(x).
Es soll gelten: a1y, + apy, = g. Das ist dquivalent zu

ay(z) (¢ (2)gn(x) + c(2)7,,(x)) + ao(z)c(z)gn(z) =

h g
& ai(x)d (2)gn(2) + c(x) [ai (2)§;,(x) + ao(2)gn(z)] = g(z)

[

Also ist gx(z) = exp (— i Zi’gg dx) und y,(z) = [ ﬁ dz - gn(x). Die allgemeine

Losung ist y(x) = cyn(z) + yp(2).
Beispiel: Gegeben sei ¢ + yr? = 222, dann ist a;(x) = 1, ag(r) = 2? und g(z) = 222
Wir berechnen die Losung der homogenen Differentialgleichung:

un(z) = cexp (— / 2 d:v) — cexp (—%gﬁ) |

Die Variation der Konstanten liefert

2 2 1 1
C(x) - / + dx - 2/1'2 exp <—x3) d([,‘ = 2€Xp (_1‘3) .
exp (—32%) 3 3
Damit erhalten wir als Losung
1 1 1
y(z) = cexp (—gx?’) + 2exp <§x3> exp <—§x3>
L) 4o
=cexp| ——x )
P\73

Beispiel: Gegeben sei zy/(x) + (1 + z)y(z) = 3z%e~*. Hier ist a;(z) = z, ap(z) = 1+ =
und g(x) = 3z%e7®. Die Losung der homogenen Differentialgleichung ist dann

1
yn(x) = cexp (—/ e d$) =cexp(—In|z|—z) = %e_“.

X

- 52 /79 - Ingo Biirk



Kapitel 9.6 Techniken zum Lésen von Differentialgleichungen Seite 53

Die Variation der Konstanten liefert uns

2 ,—x
c(x) = / 3x1€ dz = /3x2 dr = 2°.

x-e
Also ist y,(z) = 2* - %e’“ = 2%e~ und wir erhalten als allgemeine Losung
e” 2 —x
T)=c +x7e 7.
y(z) = c—

Nichtlineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Die BERNOULLI-Gleichungen haben die allgemeine Form

Y (z) +a(z)y(z) = bx)y"(x)  neNo.

Fiir n = 0 oder n = 1 haben wir eine lineare Differentialgleichung, von der wir die
Losung bereits kennen. Fiir n > 2 schreiben wir die Gleichung um in

+a(z)y' " (z) = b(x)
und fiithren jetzt die Substitution z(z) = y*~"(x) durch.

Dann ist 2'(x) = (1 —n)y "(z)y'(x), das heifst die Differentialgleichung ist &quivalent zu

#(z)

1—n

+ a(z)z(x) = b(x).

Das ist eine lineare Differentialgleichung, die wir 16sen konnen.

Beispiel: Gegeben sei y/(z) + zy(r) = wzy3. Hier ist n = 3 und a(z) = b(z) = =z
Wir substituieren also z(x) = y~%(z) und bestimmen jetzt die Losung der homogenen
Differentialgleichung in z:

() _
}1_—2 + xzp(x) = 0.

Also ist

an(x) = cexp (-/% dx) = cexp (7).

2

Die Variation der Konstanten liefert uns dann

o(z) = / ﬁ dz = — / 23 exp(—12) dz = exp(—z?).

exp
Damit ist dann also

z(x) = cexp(a?) + exp(—2?) exp(2?) = cexp(z?) + 1,
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wobei wir diese Losung in z nun noch resubstituieren miissen. Damit ist

(z) = r 1
= V2 () Ve + 1

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (v” + a1y + agy = g(x))
1. Homogene Gleichung
Die homogene DGL lautet in diesem Fall

Y +ary +apy =0 ay,ap € R.

DEeFINITION 9.15 Fundamentalsystem
y1(x), ya(z) seien Losungen der homogenen Differentialgleichung von oben, wobei
Y1, Y2 linear unabhéngig sind, d.h.

Cly1+02y2:0 = c =cp=0.
Dann heit {y1(x), y2(z)} ein Fundamentalsystem der homogenen DGL und
y(z) = api(z) + cya(z) 2 €R

ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet
N+ a\+ag=0.

LA # X = yi(x) =M%, yp(z) = 2o
2. A =X = yi(z) =M, yo(2) = e
Beispiel: Betrachte iy’ +2y'—3y = 0. Die charakteristische Gleichung lautet \24+-2\—3 =

0, damit folgt Ay = 1 und Ay = —3. Wir erhalten die Fundamentallésungen vy, (z) = €*
und y2(z) = e73%. Die allgemeine Losung lautet also

3z

y(x) = c1e® + coe™ c1,c0 € R,

Beispiel: Gegeben sei die DGI 3" — 2y’ + y = 0. Fiir die charakteristische Gleichung
A —2X+1 =0 folgt Ay = Ay = 1. Damit haben wir y;(z) = €® und yo(z) = ze® als
Fundamentalsystem und erhalten als allgemeine Losung

y(x) = c1e” + cowe” c1,c0 € R,

2. Inhomogene Gleichung
Gegeben sei nun die inhomogene Differentialgleichung

Y+ ay + agy = g(x).
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Die allgemeine Losung y lasst sich als Summe der homogenen Losung und einer parti-
kuldren Losung schreiben:

y(z) = yn(x) + yp(2).

Wir wollen nun verschiedene Verfahren zur Losung vorstellen.

1) Variation der Konstanten

SATZ 9.16
Es sei {y1(2),y2(z)} ein Fundamentalsystem der zugehdrigen homogenen DGL.
Gelten die folgenden Bedingungen:

L d(x)y(x) + c(x)yz(x) =0
2. A (@)yi(x) + chx)ys(x) = g(x),
so folgt, dass

Yp(@) = c1(2)y1 () + c2(@)y2(2)

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

Beweis. Es ist y, (v :M—I—cl +M+ ca(z)ys(z) und gy, (z) =

=g(z) +ca(x ) 1(x) + co(z)ys (). Damlt erhalten wir

Y+ ary, + aoyy = g(x) + o (@) (@) + ea(@)l (@)

+ar (e1(@)yi(2) + ea@)yh(@)) + ao(cr(@m (@) + e (@)pa())
(

= g(@) + e1(0) (Yl (@) + iy} (.

= g(x).
Damit ist der Satz bewiesen. U

Beispiel: Gegeben sei vy’ — 2y +y = % fir x # 0. Die charakteristische Gleichung
A2 —2)\ + 1 = 0 hat die Losungen A\; = Xy = 1. Damit erhalten wir y;(z) = ¢® und
yo(x) = xe” als Fundamentalsystem. Wir wollen nun eine partikulére Losung bestimmen.

Es muss gelten

1. d(z)e” + cy(x)xe® =0

2. d(x)e” + dy(x)(e” + we”) = <.
Dieses Gleichungssystem kénnen wir 16sen und erhalten dann ¢j(z) = 1 und damit

co(x) = In|z|. Ebenso folgt ¢} (x) = —1 und damit ¢;(z) = —x. Damit erhalten wir
y(x) = yn(x) + yp(z) = k1€” + koxe™ — xe” + In(|x|)xe® mit ky, ko € R.

2) Ansatzmethode

Es sei ¢ + a1y’ + apy = g(x), wobei g(z) = e® (g + aqx + ... + apz™). Dann ist
Up(2) = 25 (B + . + B
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1. Ist ¢ keine Losung des charakteristischen Polynoms, so ist [ = 0.
2. Ist g Losung des charakteristischen Polynoms mit Vielfachheit n, so ist [ = n.

Beispiel: Es sei y” —2y'+2y = 222%¢%, ¢ = 1. Das charakteristische Polynom \?> —2\+2 =
0 hat die Losungen \; = 1+, Ay = 1 — 4, es ist also [ = 0. Damit folgt

yp(x) = " (Bo + frx + Bax?)
y;)(x) = €"(Bo + Pix + Boz®) + € (B1 + 2fo)
Yy, () = e"(Bo + P + Boa®) + 26" (B1 + 202) + € - 230,

Wir setzen dies in die DGL ein und erhalten dadurch letztlich fo = 2, f; = 0 und
By = —4. Damit ist dann also y,(z) = e”(—4 + 22%) und wir erhalten die allgemeine
Losung durch y(z) = yn(z) + y,().

9.7 Charakterisierung der Losungen des Cauchyproblems

Gegeben sei ein Cauchyproblem y(t) = v(t,y(¢)) mit y(¢y) = vyo, fiir welches die Vor-
aussetzungen von PICARD-LINDELOF erfiillt sind. Es sei y(t;%o,y0) eine Losung des
Cauchyproblems mit (¢, yo). Ferner sei y; = y(1; %0, yo). Da wir den Satz von PICARD-
LINDELOF anwenden kénnen ist dann wegen der Eindeutigkeit aber

v(t;to, vo) = y(t;t1,y1). Setzen wir nun ¢ = ¢y ein, so erhalten wir

v (to; to, o) = ¥ (to; t1, ¥ (t1; to, Yo)) fir alle ¢, € 1.
——

=Yo
Es sei nun eine Abbildung v gegeben mit

v I x M —R"
w<T7 Z) :y(tU;T7 Z),

und wir bilden

¢(t72’) = Y(to;t,Y(t;toaYO))a
z=y(t;to,y0) ~ ~- o
=Yo

das heifst, dass ¢ auf den Losungen des Cauchyproblems konstant ist. Es gibt durchaus
mehr solcher Funktionen, von denen andere physikalisch sinnvoller sind. Diese Konstruk-
tion soll jedoch die nun folgende Definition motivieren.

DEFINITION 9.17  (allgemeines) Integral
Ein (allgemeines) Integral einer Differentialgleichung y(¢) = v(¢,y(¢)) nennt man
eine Abbildung ¢: I x M — R"™ (M C R"), welche auf allen Integralkurven einen
konstanten Wert annimmt.
Ist v # const, so nennt man ¢ nicht-trivial.
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DEFINITION 9.18 erstes Integral
Ein erstes Integral (der Bewegung) nennt man eine Abbildung ¢5: [ x M — R,
welche die selbe Eigenschaft wie in der letzten Definition hat, d.h., die auf allen
Integralkurven einen konstanten Wert annimmt.

DEeFINITION 9.19 abhingige erste Integrale
Zwei erste Integrale ¢, ¢; heilen abhingig, falls

HQR—)R : ¢l:gowk'

Beispiel: Betrachte die Auslenkung ¢ einer Feder mit der Masse m. Der Impuls ist

p(t) = mq(t) und es ist y(t) = (q(t)) Damit erhalten wir

p(t)

0= (1) = (% 5) G

=:A =y
A\ - 7

v(y(t)=Ay(t)

Damit ist

P(t) +E 2

E = ¢
5 261()

ein erstes Integral. Dies sieht man, indem man diese Losung in die allgemeine DGL
einsetzt, worauf wir hier verzichten wollen. Nun ist

p(t) | k(1) d
EO=%, "% |a&
dﬁi ) _ PP v

_ p®)(=kq(t) | kq(t)p(t)

m m

wobei die folgenden Identitdten verwendet werden:

{p@) = —kq(1)

q(t) = Lp(t)
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Wir erinnern uns nun zunéchst daran, was unsere Kurzschreibweise fiir das Cauchypro-
blem bedeutete:

yl(t) = Ul(tv yl(t)v s ayn(t))
§0) = vt y@) & |
Yn(t) = vn(t, y1(0), - -, yn())

Gegeben sei nun ¢(t,y(f)) = const, wobei y(t) eine Losung der Differentialgleichung
sein soll. Dann wissen wir:

0= Lo,y

dt
o oY dy oY dyy,
ot 1+8y1 dt+'”+ayn dt
oy Oy o
=5 + (9y1v1 + ...+ aynvn.

Wir haben also ein System von Funktionen v;(¢,y1(t),...,yn(t)) = ¢; mit 1 < i < n
Falls der Satz iiber implizite Funktionen anwendbar ist, folgt insbesondere det % £ 0,
das heiftt, dass y = y(¢) lokal auflésbar ist.

9.8 Differenzierbarkeit der Lésung nach den
Anfangsbedingungen

Gegeben sei ein (parameterabhingiges) Cauchyproblem y(t) = v(¢,y(t), A) mit y(ty) =
7. Die Losung hingt damit ab von y = y(¢; o, n, A). Sind die Voraussetzungen des Satzes
von PICARD-LINDELOF gleichmékig in A\ € R erfiillt, so ist y(¢;t9,n, \) stetig in to, n
und .

Sei nun A € D. Es gelten

1. ve C(I x M x D,R"),

2. ||v(t,x, || < C fiir alle (¢, x, \),

3. [|lv(t,x', \) —v(t,x", N)|| < L|x" —x"|| fiir alle (¢,x",\) und (¢, x", \).
Dann folgt die Stetigkeit in (£, 7, A).
Frage: v ist differenzierbar in y, A N v(t;to,m, A) differenzierbar.

Annahme: v sei differenzierbar und die Ableitung sei mit dem folgenden Integral ver-
tauschbar:

t
y<t7 t07777 )‘> =1 + / W(Tay(Ta th m, )‘)7 )‘> dr.

to

Formales Differenzieren ergibt

5, "Dv o
Y =0 / _W _y dT—W(f0>§’(t07t077}7)\)7>\)=
t

8_250 0 D Y ato
~—~ N~~~
=g =g
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sowie

wobei 1 die (n x n)-Einheitsmatrix ist.

SATZ 9.20
Die Voraussetzungen des Satzes von PICARD-LINDELOF seien gleichmifig erfiillt,
d.h. es gelten die drei Bedingungen 1. - 3., die zu Anfang deses Unterkapitels
definiert wurden. Ferner sei %’;‘ stetig in I x M x D. Dann folgt, dass y(¢,tg,n, A) im
Existenzbereich beziiglich o, n, A differenzierbar ist. Diese (partiellen) Ableitungen
sind stetig und erfiillen die beiden obigen Ableitungsgleichungen nach ¢y und 7.
vy,

Falls S stetig ist, so ist auch g—§ stetig und es gilt die Ableitungsgleichung nach

A (die oben nicht aufgeschrieben und zur Ubung iiberlassen wird).
Beweis. Der Beweis findet sich in der Literatur. t

SATZ 9.21
Ist zudem v analytisch in A\ € D C C, so ist im Existenzbereich auch y analytisch
in A

9.9 Lineare DGL: Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum mit dim £ = n. Damit sei der metrische
Raum (L(E, E), ||| ;) gegeben. Ferner sei I = [a,b] C R und A(-): [a,b] — L(E, E), das
heift A(t) € L(F, E) mit t € I. Weiter sei f: [a, b it 5}

Sei zum Beispiel £ = R™ und e; = (0,...,0,1,0,...,0) der j-te Einheitsvektor, sowie

apr(t) o aga(t)
Aty =1 :
ant(t) -+ aun(t)

Aufgabe: A(:) ist stetig in ¢ genau dann, wenn fiir alle k,1 = 1,...,n gilt, dass
ag(+): I — R stetig ist.

Es sei nun f(t) = (fi(t),..., fo(t)). Fir alle & = 1,... ,n sei fi(-): I — R stetig. Be-

trachte y(t) = (y1(f),...,yn(t)). Es sei y(t) = A(t)y(t) + f(t), was die Kurzschreibweise
fiir das folgende System ist:

D(t) = an®yi(t) + ...+ a()yn(t) + £1(2)

Un(t) = a1 (O)yr1(t) + . .. 4 @ (Oyn(t) + fn(t)
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Man nennt dies eine lineare, nicht autonome und inhomogene Differentialgleichung. Sie
ist nicht autonom, da sowohl A als auch f von der Zeit ¢ abhingen. Sie ist inhomogen,
weil im Allgemeinen f(t) # 0.
Wir kénnen nun schreiben y(t) = v(t,y(t)) mit v(¢,x) = A(t)x + f(¢).
o v(t,x) ist stetig in (¢, x).
o |v(t,x)|| < C fiir (t,x) € I x Ugr(0), denn ||A(t)||, < Cy und | f(t)]|z < O, fiir
alle t € I. Damit folgt dann

vt )l < 1A + 17Ol g < A 2 Ixllz + 17l 2
< CiR+ Cs.

o |v(t,x') —v(t,x")||p < |AQ®)(X —x")||p < C1||x' —x"||g, also gilt Lipschitz-
Stetigkeit.

Mit dem Satz von PICARD-LINDELOF folgt damit zum Einen lokal die Existenz und
Eindeutigkeit der Lésung, zum Anderen die globale Fortsetzbarkeit bis an den Rand des
Phasenraums.
Frage: Fiir M = R" scheint dies zunéchst problemfrei zu sein, da es ,keinen Rand gibt*.
Die Frage ist nun allerdings, ob die Losung in endlicher Zeit ,explodieren” kann, das
heifst, ob sie in endlicher Zeit bereits ins Unendliche ,verschwindet®, denn dann ldsst sich
die Differentialgleichung nur bis zu diesem Zeitpunkt 16sen.

SATZ 9.22
Das Cauchyproblem fiir die homogene lineare Differentialgleichung y(¢) = A(t)y(¢)
mit yv(ty) = vo (to € [a,b]) besitzt eine eindeutige Losung fiir alle ¢ € [a, b].

Beweis. y(t) sei eine Losung vom Cauchyproblem des Satzes. Falls es ein ¢; € I gibt,
so dass y(t1) = 0 ist, so folgt y(¢) = 0 fiir alle ¢t € I, denn dass die Nulllssung dann das
Problem 16st sieht man sofort und PICARD-LINDELOF sagt uns wegen der Eindeutigkeit,
dass dies dann wirklich die einzige Losung ist. Fiir diese Losung ist aber klar, dass
der Satz gilt. Es sei nun also y(¢) # 0 fiir ein (und damit alle) ¢t € I. Die Funktion
g(t) = In|ly()||* = In(y(t), y(t)) ist stetig differenzierbar. Es gilt

g 1 L G0,50)
i~ peray Y =2 e
und damit dann
FOL _IABYOL _ Crlly®l

‘@@'

de |7 ly@I = lly®l =y @l

Aufkerdem gilt g(to) = In||yo|*. Damit folgt

Ydg(r)
d
dr T

g(t) = glto) + /

to

- 60 /79 - Ingo Biirk



Kapitel 9.10 Struktur der Lésungen der homogenen Gleichung Seite 61

und damit
"|dg(r)
lo()] SXg(to)X+/ a |
to
In||y (t)||* ey

< Jg(to)[+2C1|b — a mit ¢, ty € 1,

In|yol|?

wobei wir die Betragsstriche weglassen konnen. Damit ist
Iy @I < llyoll £,

das heift fiir R = |[yoll e ist y(¢) auf I x U(0) fortsetzbar. O

9.10 Struktur der Losungen der homogenen Gleichung

Es seien y(I(¢) und y®(¢) Losungen von y(t) = A(t)y(t) (ohne Festlegen von Anfangs-
bedingungen). Dann ist auch jede Linearkombination y(t) = By (t) + B2y ®(t) eine
Losung von y(t) = A(t)y(t), denn es ist
y(t) = By (t) + By (1)
= BiA)y (1) + B2A()y (1)
= AW ( By + (1) ).

(@)

Dann folgt, dass die Menge A der Losungen von y(t) = A(t)y(t) linear ist und es gilt
N c CHI,R™).

Sei B = {by,...,b,} eine Basis in F und Yz = {vp,,...,¥s,} seien die Losungen der
Cauchyprobleme ¥, (t) = A(t)ys, (t) mit der Anfangsbedingung y, (to) = b;.

SATZ 9.23
Es sei A(-) € C(I, £). Dann folgt, dass Yp eine Basis in N ist. Daraus folgt, dass
dimN =n=dimE.

Beweis.
1. z.7.: Yp ist linear unabhéngig, das heifst fiir alle ¢t € I gilt

Bive () + .o 4 Buye, (1) =0 & Bi=...=5,=0.

Sei nun B1yp, (1) + ... + Buys, (t) = 0 fiir alle t € I, dann gilt es insbesondere auch
fiir t = tg, also ist 8101 + ... + B,b, = 0. Da B eine Basis war folgt damit aber auch

By=..=08,=0.
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2. z.7.: Yg ist vollsténdig in N. Sei y(¢) eine Losung von y(t) = A(t)y(t), das heikt y €
N.Seiy(tg) =b=Fibi1+...4+5.b, € E. Betrachte y(t) = B1yp, (£)+. ..+ Buys, (t) € N.
Dann ist y(t) — y(t) € N. Auberdem gilt y(to) — ¥(to) = 0. Daraus folgt dann aber aus
der Eindeutigkeit von PICARD-LINDELOF, dass y(t) — ¥(¢t) = 0 gilt. O

Wir wissen nun also, dass das homogene, nicht autonome Cauchyproblem einen n-
dimensionalen Losungsraum besitzt, in welchem man eine Basis bilden kann, indem man
eine Basis von E als Anfangswerte betrachtet und die zugehorigen Cauchyprobleme 16st.

LEMMA 9.24
Das System von Vektoren B = {y, (t1),...,vs,(t,)} C E bildet fiir alle t; € I
eine Basis von E.

Beweis. Der Beweis wird zur Ubung iiberlassen. U

DEFINITION 9.25 Fundamentalsystem
Ein vollsténdiges, linear unabhingiges System von Losungen der homogenen Glei-
chung y(t) = A(t)y(¢t) nennt man ein Fundamentalsystem.

Bemerkung: N D Y = {yW(¢),...,y™(¢)} ist ein Fundamentalsystem genau dann,
wenn es ein t; gibt, so dass {yM(¢,),...,y™(¢;)} linear unabhiingig ist.

9.11 Die Wronski-Determinante und die Formel von Liouville

DEFINITION 9.26 Wronski-Determinante
Die Abbildungen ¢q,...,¢,: I — E = R" seien gegeben durch
0;(T) = (©j(1),...,97(7))". Die Wronski-Determinante W(ey,...,¢n)(-): I = R
ist dann gegeben durch

(1) - op(T)
Wipr, .. pn)(T) =det [ :
o () - on(7)

LEMMA 9.27
Y = {yi(t),...,ya(t)} ist ein Fundamentalsystem fiir y(¢) = A(¢)y(¢) mit A(-) €
C(I,L), I =a,bjund y: I — R"”

— W(yi,...,yn)(t) #0firallet € I
< W(y1,...,vn)(t) # 0 fiir ein t € I.

Beweis. Der Losungsraum fiir die homogene Gleichung hat die dim A = n. Damit ist
Y eine Basis in N genau dann, wenn Y linear unabhéngig ist. Dies ist wiederum genau
dann der Fall, wenn Y; linear unabhiingig in R” fiir alle bzw. fiir ein £ € I ist. Dies ist
dquivalent dazu, dass det Y; = W (yy,...,v,)(t) # 0. O
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Qi -0 QG
Anmerkung: Es sei A =

Q1p -0 Opp
Dann ist die Spur Sp(A) := > _, ay, und es gilt Sp(BAC) = Sp(ACB) = Sp(CBA).
Falls B invertierbar ist gilt insbesondere Sp(B~'AB) = Sp(ABB™!) = Sp(A), da
BB~! = 1, das heift die Spur ist invariant beziiglich Ahnlichkeitstransformationen.
Durch Zuriickfiihren per Diagonalisierung oder auf Jordannormalform folgt daraus, dass
die Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist. Da Basiswechsel Ahnlichkeitstransforma-
tionen sind, ist die Spur auch invariant beziiglich eines Basiswechsels.

SATZ 9.28 Formel von Liouville
Y = {yi1(t),...,ya(t)} C N sei ein System von Losungen der o.g. homogenen
Differentialgleichung. Dann gilt:

d

TGy (t) = SpAWD) - Wy, 7)),

woraus sich die folgende Gleichung ergibt:

W(yl, c. 7yn>(t) = W(yb . 7yn)<t0)€ftt0 Sp(A(T)) dr

Beweis.

Fall 1: Y ist linear abhéngig < W(t) = 0.

Fall 2: Y sei linear unabhingig. Wir vereinbaren, dass wir die Argumente von W nicht
immer schreiben miissen. Dann ist

Wyt ya)(t) = D (—1) i@ () yr (1)

™

und dann

W= Z N (T () RN ()

o ) i),

das heifst die Ableitung wird summandenweise ,durchgeschoben®. Damit ist dann

W = det(y1(t), y2(t), .., ya(t)) + ..+ det(ya(t), .., yuor (8), (1)),

Wir fixieren jetzt einen Zeitpunkt ¢ = ¢. Betrachte Y; = {y1(f),...,y.(f)} als Basis im
R™ und stelle A(t) fiir ¢ = ¢ in dieser Basis dar:

A(t) «— (ay5(1))

ARy = Y an@vid) =y .
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Damit ist dann

W| = det (Z au(t)yi(t), y2(f), - >yn(f))
+...+det< 1(@), Yl Zoznz it )

= a1 (f) det (yl(f) oL Yalt ))

+ o ap(t det(y1 oo Yl ))
= (au(®) + ... +an(f) - W(t )
:SpA(t)
Damit ist der Satz bewiesen. O

9.12 Der Evolutionsoperator

Wir betrachten wieder y(t) = A(¢)y(¢) mit A(): [ Lot L(E,E)und E ~ R". Ferner be-
trachten wir einen Operator U(t1,%y): £ — E mit o,t; € 1. Dabei soll y; = U(t1,t)yo
(fiir yo,y1 € E ~ R") genau dann gelten, wenn y; = y(¢;), wobei y(¢) das Cauchypro-
blem y(t) = A(t)y(t) mit y(to) = yo lost.

Die Existenz und Eindeutigkeit des Cauchyproblems sichern uns, dass fiir jedes y, wirk-
lich genau ein solches y; existiert. Damit ist die Abbildung wohldefiniert. Ferner ist
U(ty,tg): E — FE eine lineare Abbildung. Betrachte dazu ein yo = /Bjyo + Brryi!. Ange-
nommen, y'(¢) und y?!(t) 16sen das Cauchyproblem mit y!(ty) = v und y'i(¢y) = yi’.
Dann folgt, dass y(t) = Bry’(t) + Brry’ (t) ebenfalls das Cauchyproblem 16st, allerdings
mit v (to) = Bryd + Brryl!. Damit folgt

Uty to)(Bryp + Brryd’) = y(t1) = Bry' (1) + Brry™ (t1)
= B1U(t1, to)yp + BriU(t, to)ye!

Betrachte nun £ ~ R™ und den k-ten Einheitsvektor e, = (0,...,0,1,0,...,0). Dann
ist

yo= Y _(vo.ex)er = W, -, u5)'

k

y(t) =Y (o, ex)yi(t),

k

wobei die y(t) Losungen des Cauchyproblems y(t) = A(t)yx(t) mit yi(to) = ey seien.
Dies 16st dann ebenfalls wieder das Cauchyproblem mit y(ty) = yo. Also ist

y1=y(t) = Z<§’07€k>§>’k(t1)-

k
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Damit folgt dann

yi(t) - yplty)
Ulty,tg) = : :

yr(t) - yn(t)

Auf der linken Seite taucht ein tq auf, nicht jedoch auf der rechten Seite. Wo ist dieses
also ,hinverschwunden? Es ist y(t) = y(t;to) abhingig vom Zeitpunkt der Anfangs-
bedingung. Also hingt die rechte Seite sehr wohl von ¢, ab.

Es gilt
det U(ty,to) = W(y1,...,ve)(t1),

wobei alle yq,..., ¥y, von tg abhédngen.
Eigenschaften:
1. U(t,t) = 1.
2. U(ty,to) = Ulty, t)U(t, to).
3. 4U(t 1) = (1, 3) = (ADFA(D), ... AWy (1)
= AU (¢, to).
4. U(t,tg)yo =0 < yo =0, denn det U(t,t9) = W(t) # 0, da W (ty) = det1 # 0
(Injektivitit).
5. U(t,to)E = E (Surjektivitit).
6. Ul(to,t)U(t,tg) = U(to,to) = 1 (Spezialfall von 2.).

SATzZ 9.29

Das (inhomogene) Cauchyproblem y(t) = A(t)y(¢) + f(¢) mit y(ty) = yo und A(t),
f(t) stetig fiir alle ¢ € I besitzt fiir alle ¢ € I die Lésung

t
y(t) = Ult.to)yo+ | Utr)f(r) dr.
to
Die Losung des Cauchyproblems ist eindeutig.

Beweis. Es ist allgemein

d [! L op(t,T)
— t dr=1-0p(tt ' 2 dr.
G [ etnar=ten s [ FRDar

to
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Damit folgt aus der Formel fiir die Losung im Satz

7(0) = 5 (Ulttyo) + U0 S0 + [ 0(7)7(r) dr

— AU (L, to)yo + f(t) + /t t AU, 7) f(7) dr

=A(t)| U(t,to)yo + /tt U(t,7)f(r) dr

+ f(1),

N J/

y(t)

das heifit y(t) erfiillt y(t) = A(t)y(t) + f(t). Fiir t = o ist [°--- dr = 0 und
Ulto,to)yo = Lyo = yo, also insgesamt y(t) = yo. O

Anmerkung zur Eindeutigkeit: Seien y) und y!) Lésungen des inhomogenen
Cauchyproblems (aus dem Satz) mit den Anfangswerten y)(t;) = vy (t5) = vo.
vy (t) — yUD(t) = y(t) 16st das homogene Problem ¥ (t) = A(t)y(t) mit y(t,) = 0.
Die Losung dieses Cauchyproblems ist aber gerade y(t) = 0.

Allgemeine Struktur der Losungen von y = A(t)y + f(t)

SATZ 9.30
Es seien A(-) € C(I,L£) und f € C(I, E). Die allgemeine Losung der o.g. Differenti-
algleichung y = A(t)y+ f(t) ist die Summe einer Partiallésung y, der inhomogenen
Gleichung und der allgemeinen Losung y;, € N der homogenen Gleichung.

Losungsweg fiir nicht-autonome inhomogene Systeme

Gegeben sei y(t) = A(t)y(t) + f(t) mit A(-) € C(I,L£) und f € C(I, E).
1. Finde eine Losung y, € N des homogenen Systems.
2. Konstruiere U(t, ) aus den Losungen yy, mit N 3 yi(tg) = ex.
3. Berechne

vy = Ul too+ [ UnG) ar

to

9.13 Lineare autonome Systeme

Nun sei A(t) = A € L(F, E) unabhéngig von t.

Spezialfall: A = « -1 mit @ € C. Wir haben also das System y(t) = Ay(t) mit
¥(to) = yo. Dann folgt y(t) = e*t—t0)y,.

Losungsidee im allgemeinen Fall: Es sei A € L(FE, E) beliebig. Fiir das Cauchy-
problem wie oben kénnte man dann y(t) = e(*"%)4y, schreiben. Dazu muss man den
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Ausdruck ,,eMa%¢ gher sinnvoll definieren. Dies geschieht iiber
A _ o a4
e =exp(A) = R
k=0

1. Diese Reihe konvergiert im Raum (L(E, E), ||-||.) absolut, denn es ist
up 142 1E

o 0 2|l
[AB|l, < Al 1Bl -

1Al =

Damit ist dann HA’C < || A||% und es folgt

I

||A||L _ Al
k= k=0 !
2. Multiplikationseigenschaft: ,,e4*? = e4 . eB“ ist im Allgemeinen falsch! Sie gilt

jedoch, falls A und B kommutieren, das heifst, wenn AB = BA gilt. Es ist

() () Es

k=0 n=0 k=0 n=0
00 p
n=p—k Z l Z p! Ak pgp—k _ A+B
N ! I(p — ’
par® = El(p — k)! )
—(AtB)

wobei die angewendete binomische Formel im Matrizenfall eben nur fiir kommu-
tierende Matrizen A, B gilt.

3. Die Funktion t — exp(t- A) = e mit ¢ € R ist eine Abbildung von R nach
L(E,E) und es gilt

d
dte = Aet4,
Betrachte dazu
AtA _q AtA A
i =L g, AtA+o(AY)
At—0 At At—0 At

Damit ist dann
AtA AtA tA tA
e -1 e~ et —e
Ae tA li tA _ i I
Atr—r>10 ( At ) € Air—{lo At

— lim i( (t+AHA etA)

At—0 At

b

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass AtA und tA kommutieren.
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4. Es sei B € L(F, E) und B invertierbar. Dann gilt
A _ BerlABB—l'
Betrachte dazu (B~'AB)" = (B'AB)(BTAR)...(B"TAB) = B~'AB. Damit

1St

B TAB _ i (B~ IAB iB 12

n=0
An
_ p-1 1,4
=B (2; -~ ) B = B7le"B.
Sei nun y(t) = e~*0)4y,. Dann ist
d d
yv(t) = e (e(t_tO)A) Vo = e (etA) e~y = Aette Ay, = Aelt™ to)A Yo
= Ay(1).

Fiir t = t, folgt =94 = % = 1. Also ist y(ty) = Lyo = yo und die Anfangsbedingung
damit erfiillt.

Frage: Wie berechnet man e*~%)4? Fiir den Spezialfall, dass A diagonalisierbar ist, gibt
es eine Matrix B mit B~'AB = diag{\i, ..., \,}. Damit ist dann

, L diag{Ar, .., o= diag{\7, ..., A7)
diag{A1,..., An} ’ ) o 1 ) \pp
e =2 il =2 il

k=0 k=0

:diag{ 2L —"}
prd k! — k!

= diag {e)‘l, e ,e’\”} .
Damit ist dann also
et=)4 — Bdiag {e(t’t(’))‘l, o ,e(t’t‘)))‘"} B~ L

Allgemeiner Fall: Was passiert nun, wenn A nicht notwendigerweise diagonalisierbar
ist? Dann ldsst sich A jedoch auf Jordannormalform bringen, also existiert eine inver-
tierbare Matrix B mit B~'AB = J, wobei J eine Jordanmatrix mit den Jordanbldcken
J, () ist, fiir die gilt:

A10 0
0 A 1 0
Jo(A) = :
o
0 0 A
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Es ist J,(A) = A-1, + T, wobei T,, auf der ersten Nebendiagonalen Einsen stehen hat:

0 1 o --- 0
T, = 0
0 -++ v o 0

Wichtig: ) - 1, und 7, kommutieren, also gilt e***7v = e*ev. Ferner verschiebt sich
die Diagonale bei den Potenzen T* immer um eins nach oben, also hat 7%~! nur noch
genau eine Eins im oberen rechten Eintrag. Es ist 7)) = T = 0 fiir alle m > v. Ferner
ist

1 1
L R v
v v 1
Z k! k! 2
k=0 k=0 .
. 1
0 0 1
Im Allgemeinen ist
_ v—1
1 (t—to) bl
o(t=10) 1) — (t—to)r (t—to)Ts _ | O :
0 0 1

y(t) h ~~ d
y(t)
y =A@y y =AWy +f
¥(to) = Yo ¥(to) =0
hon:ggen inho;nrogen
Anfangsbedingung yo Anfangsbedingung 0

Falls A(t) = A ist gilt U(t,ty) = e~*)4, Die Funktion

y(t) (t to)A Yo +/ (t— T)Af'(T) dr

to

16st also das Cauchyproblem

{y(t) = Ay(t) + f(t)

y(to) = ¥o
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9.14 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Es sei a; € C([a,b],R) fir j = 0,...,n — 1. Gegeben sei die lineare inhomogene Diffe-
rentialgleichung der Ordnung n:

Y ) + anay "I+ aot)y(t) = f(1) *)

Bssei y(t) = (y'(t),....y"(1)" = (y(t),yV(1),...,y""D(1))", das heifit o/ () =y~ (2).
Es gelten die Gleichungen

ye(t) =y (1) fir k=2,...,n.
und
gt =g =y (2)
= —ao(t)y' () — ... — a1 ()Y (1) + £(1).
Also ist y(t) = A(t)y(t) + £(t) ((**)) mit
0 1 0 0
—ao(t) —aq (t) s —Clnfl(t>

und £(t) = (0,...,0, f(t))". Also ist (*) < (**) und wir kénnen die gesamte bisherige
Theorie hier wiederverwenden.

Was ist ein Cauchyproblem fiir (**) = Cauchyproblem fiir (*)?

Ein Cauchyproblem fiir (**) ist y(t) = A(¢)y(¢) +£(¢) mit y(to) = ¢. Dies ist dquivalent,
zu einem Cauchyproblem fiir (*) mit y™ + a,_1y™ Y 4. ..+ agy = f mit y*(ty) = crs1
fiir k = 0,...,n — 1. Wichtig ist, dass all diese Gleichungen fiir einen gemeinsamen
Zeitpunkt ¢y gelten.

Das Cauchyproblem fiir (*) besitzt fiir alle ¢t € I = [a, b] eine eindeutige Losung.

Losungsstruktur: y(t) = yn(t) + yp(1)
S~ ~—
allg. Lsg. d. hom. Gl.  part. Lsg. d. inh. GI.

Die autonome Differentialgleichung héherer Ordnung:

f(t) bleibt zeitabhéngig, die Koeffizienten a;(t) = a; seien nun aber unabhéngig von der
Zeit. Die Differentialgleichung lautet also

Y™ () + an-1y" V(@) o aoy(t) = f(1).
Wir definieren das charakteristische Polynom mit
PA) = A"+ ap A"+ a )+ ag.

Es gibt aber auch noch das charakteristische Polynom der Matrix: d4(z) = det(A — A1),
wobei A(t) = A zeitunabhéngig und wie weiter oben durch (***) gegeben ist.
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SATZ 9.31
Es gilt da(A) = (=1)"P(\).

Beweis. Es ist

—A 1 0 0

0 .. .. .. :
N =1 - 0

0 0 =X 1

R

Entwickelt man dies nach der letzten Zeile, so erhilt man

da(\) = (=1)""(—ag) det M, 1(A) + ...+ (=1)""™(=a,_1 — \) det M, ,(A).

Man sieht nun leicht, dass det M,, ;(A) = (=A)*~! ist. Setzt man dies nun ein so erhilt
man

=(=1)"(ap+a A+ ...+ ")
= (=1)"P(A).
Damit ist der Beweis vollstindig. 0

Es seien Aj,...,A\;x Nullstellen von P(A) (und damit auch von d4(\)) der Ordnung
vi,..., V. Jede Nullstelle \; erzeugt dann ein Jordankéstchen J,, ();) fiir A.

SATZ 9.32
Sei \; eine Nullstelle der Ordnung v; von P()), dann 16st jede Linearkombination
von Y; = {eMt tetit ... #*7 1Mt} die homogene autonome Differentialgleichung

y(”) + an_ly("*l) + ... +ay =0.
Die allgemeine Losung des homogenen Problems ist der Raum aufgespannt durch
Y, (G=1,....k).

Beweis. Es ist

d vy d Vi
Y™ a1y L agy = (E - Al) o (_ N Ak) y.

Daraus folgt die Behauptung. U

9.15 Die Laplace-Transformation

Betrachte f : [0, +oo[— C. Die Laplace-Transformation £[f](p) = f(p) ist dann gegeben
durch
+o0o

LIf(p) = f(p) = F)e ™ dt, peC.

0
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Beispiel'
ft)=1 (p):%fﬁrRep>O.
ft)=t" = f(p):zﬂ?—ilfiirRep>0undn€N.
fty=e = f(p ):LﬁirRe(p—i-a)>0.
f(t) =coswt = f(p) = stz fir Rep > |Imuw].
f(t) =sinwt = f(p) = iz fir Rep > |Imw].

Fiir die Laplace-Transformation gilt Linearitéit, das heifst
Llaf + Bgl(p) = aL[f](p) + BLIg](p)-

Ferner gilt
I R O

und

Lle™ f(®)](p) = LIf1(p + a), acC.

Die Heavysidefunktion lautet

0 t<0
1 t>0

H{(t) = Xjo,+00((t) = {

Verschiebt man ein Signal f(t) um a, so gleicht man das ,Unwissen“ {iber die Stellen
links von a durch die Heavysidefunktion aus, man verschiebt also zu f(t —a)H(t — a).
Fiir die Laplace-Transformation gilt dann

LIf(t = a)H(t = a)l(p) = e L[[](p), a > 0.

Laplace-Transformation und Ableitung
Es sei f € C™([0,+occ[) und die Transformationen L[f®)](p) existieren fiir alle k =

0,...,n. Aukerdem nehmen wir an, dass f*)(t)e"* =% gilt. Dann gilt
LIF™)(p) = p"LIf)(p) — p" F(0) = p 2 fP(0) — ... = p° "D (0).
Beweis. Der Beweis erfolgt durch partielles Integrieren:
+00
LIF™](p) = F (e dt

0
+00 +o0

= =D (f)e Pt +p fr=B()e Pt dt
0 0

= —f™=(0) - 1+ pL[f™V](p).

Dies fithrt man dann immer weiter. O
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Nun existiere L[f](p) fiir Rep > c. Dann folgt, dass L[f](p) in allen Punkten p mit
Rep > c analytisch ist. Ferner gilt

T ).

LI FO)) = (-1

DEerFINITION 9.33 Faltung
Es seien f,g: R — C. Dann ist die Faltung definiert durch

0= [ o

Bei uns setzen wir f, g: [0, +00[— C mit 0 fort. Damit verschwindet f(7) fiir 7 < 0 und
g(t — 1) fiir 7 > t. Also lautet die Faltung in diesem Fall

(f * 9t /f glt — 1)

Angenommen, die Transformationen L[f](p) und L[g](p) existieren fiir Rep > c. Dann
gilt, dass h(p) = f(p) - §(p) die Laplace-Transformation von h = f x g ist. Die Laplace-
Transformation iiberfiihrt eine Faltung also in ein Produkt.

Beweisskizze: Es ist

- £loo) = ([ o a) ([ emto) as)
/m/me Pe P f(f)g(s) ds dt

e—p(t+s)

/ ( et —t)e—pydy) t
—1AHQ<A%ﬂﬂﬂy—t)&)eﬂwdy

/ e @)e™ dy
= L[f * g](p)-

Laplace-Transformation und Lineare Differentialgleichung
Gegeben sei das System

Y™+ anay" V4t ay = f
y(0) =0,...,5D(0) =0

mit konstanten Koeffizienten ay(t) = ag.
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LIf1(p) = LIY™ + an_1y™ ™V + ... + agy](p)
= Ly™)(p) + an1 LIy™ D)(p) + - . + a0 L[y] (p)
= p"LYl(p) + an1p" " LIy|(p) + - - - + aoLly](p)
= (p" 4+ an—1p" " + ..+ a0) L[y](p)

~

P(p)
_ L[fl(p)
= i) - 10
_ -1 L[f] (p)}
- = |57
Wir suchen y in der Form y = @ x f mit L[Q](p) = %. Damit ist ndmlich
_ _ L[f](p)
Llyl(p) = LIQI(p) - L[f](p) = PO
Wie kann man ein solches () finden? Es ist
1 -1 o —Vg
W:(p—)\l) co(p =) T
Es ist
6)\t v—1
(=) =Ly (A )](p)  mit Gy (Ast) = v i 1)!H(t)-
Dann ist
Q(t) = jz/1 ()‘1; t) ¥k jl’k()\k; t)'
Damit ist

y(t) = (@* F)(1) = G (M) ot Gy (A ) 5 ().
Beispiel: §i(t) — y(t) = f(t), dann ist P(p) =p* — 1= (p— 1)(p + 1). Damit ist dann

e [ -emo
Es folgt
Q(t) = (e "H(t)) * (e'H(t))
_ / "o T dr — sinht, £>0.
Also ist 0

y(t) = /0 sinh(t — ) () dr.
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9.16 Zum Langzeitverhalten autonomer Systeme

v = v(y). Frage: Gibt es konstante Losungen? = y =0 = v(y).
Beispiel:

. (I ajl 12 W
pr— . p— A p—
Y (?h) Y (a21 CL22) (3/2)
Fiir det A # 0 folgt fiir die Eigenwerte \;, Ay # 0. by, by seien Eigenvektoren. Kritischer
Punkt: y = 0. Es ist y(¢) = a1bieM? + aybyet?.

10 Oberflachen- und Volumenintegrale. Elemente der
Vektoranalysis

10.1 Produktmal. Der Satz von Fubini

Gegeben sei (R”,d"z). Dann ist ein Integralbegriff [o. f(z1,...,x,) d"z definiert (mit
z; € R). Wir wollen diese Integrale nun praktisch berechnen. Der Satz von NEWTON-
LEiBNi1z greift allerdings nur im Eindimensionalen, weshalb wir dieses Integral auf ein
eindimensionale Integrale zuriickfiihren wollen.

Ein Ansatz kdnnte so aussehen:

) di= [ ) day ) - da
Rnf(xl, , ) A" / (/f(fm Ty,) xl) T

Da der Ausdruck auf der linken Seite wohldefiniert ist, miissen wir jedoch untersuchen,
inwieweit auch die rechte Seite wohldefiniert und unabhéngig von der Reihenfolge ist.

Es seien (X, Ay, p) und (Y, Ay, v) Mafkrdume. Es sei (z,y) € X xY (alsoz € X und y €
Y). Wir wollen ein neues Mak auf dem Produkt X x Y definieren, wobei dieses insofern
ysinnvoll geschehen soll, als dass es mit den bereits bekannten Mafen zusammenhéngt.
Fiir a, € Ay und a, € Ay soll daher das Produkt a, x a, messbar sein. Ferner kann man
sich iiberlegen, dass die Forderung der Giiltigkeit von (¢ ® v)(a, % a,) = p(as) - v(ay)
sinnvoll ist, also das Verhalten auf ,Rechtecken. Kann man dies widerspruchsfrei auf
Axy erweitern?

Dabei soll Axy die kleinste o-Algebra sein, welche alle ,Rechtecke” a, x a, mit a, € Ax
und a, € Ay enthélt.

Aufgabe. B, und B,, seien die Borelalgebren auf R” bzw. R™. Dann ist das Produkt

(im Sinne der kleinsten o-Algebra) Bgnygm L B, 4+ die Borelalgebra auf R™*™. Dies
muss gezeigt werden, da beide Ausdriicke zunéchst verschiedene Konstruktionen sind.

SaTz 10.1
Gegeben sei eine Menge E € Ax.y auf der kleinsten o-Algebra wie oben. Fixiere
einen Punkt x € X. Man erhilt dann eine ,Projektion” E, = {y|(xz,y) € E} C Y.
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Analog kann man ein y € Y fixieren und erhdlt dann eine ,Projektion” E, =
{z|(z,y) € E} C X. Dann folgt fiir alle x € X, dass £, € Ay und fiir alle y € Y,
dass E, € Ax gilt.

Beweis. Es sei D C Ayxyy die Klasse aller Mengen, fiir die fiir alle x € X gilt, dass
E, € Ay ist. Wir wollen zeigen: D = Axy. Wir wissen:

1. RC D, R={a; Xaya, € Ax,a, € Ay}.
2. D ist eine o-Algebra.

Daraus folgt R C Axxy C D, da Axxy die kleinste o-Algebra ist, die R enthélt. Dann
folgt aber Axyy = D. O

Da wir nun wissen, dass jede Menge E, messbar ist in Y ist, konnen wir v(E,) =:
f(x) berechnen. Analog fiir u(E,) =: g(y). Da E € Axyy war sind diese Ausdriicke
insbesondere wohldefiniert. Ferner gilt 0 < f(z) und 0 < g(y).

Es sel E = a, X a, mit a, € Ay und a, € Ay (£ ist also ein ,Rechteck®). Dann ist

flx) = {0 © ¢ as gy) = {0 v ay

v(a,) T€a, play) vy €ay,

Es gilt dann

[ @) du= [ via,) dute) = utar) - via) = [ ptar) dvi) = [ gto) o),
X Az ay Y

Wir stellen uns nun die Frage, ob die Identitdt [, f(z) du = [, g(y) dv fiir alle E €
-AX><Y gﬂt-

DEFINITION 10.2  o-finiter Mafiraum
Ein Mafraum heifst o-finit, wenn er sich durch hochstens abzahlbar viele Mengen
von endlichem Maf {iberdecken lésst.

SaTz 10.3
i, v seien o-finite Make. Dann gilt

/f(fc) du@/g(y) dv  VE € Ax,y.

Beweis. Sei D C Ayxy die Klasse aller Mengen E € Axyy, fiir welche (x) gilt. Wir
wollen zeigen, dass D = Axy gilt.

Schritt 1: Fiir Rechtecke haben wir die Gleichung bereits bewiesen, d.h. R C D, wobei
R ={a, x a,} mit a, € Ax, a, € Ay. Nun sei F die Menge aller endlichen, disjunkten
Vereinigungen von ,Rechtecken” aus R. Man kann dann technisch recht leicht zeigen, dass
F C D gilt. Gegeben seien nun disjunkte £/, € Dfiirn=1,...,N. Essei £ := Ugil E,.
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Dann ist E, = J_,(FE,). disjunkt. Dann folgt v(E,) = S v((E,),) und damit

n=1

forean= (S tiEa =3 f s

n=1

Enepz/ dV—/ZM dy—/yu(Ez) dv.

Also ist E =Y, E, € D.
Schritt 2: Gegeben sei ein monotones System von Mengen mit £y C Fy C ... C E, C
.. mit B, € D. Weitersei £] D E), D ... D E/ D ...ein monotones System von Mengen
mit E/, € D. Dann ist lim, , E, = E = —, E, und lim, , E/, = E' = (*_, E.
Wir wollen zeigen, dass F,E’ € D ist. Man nennt D in diesem Fall eine monotone
Mengenklasse. Es sei f,(z) = v((E,);) und ¢,(y) = p((En)y). Diese Folgen sind beide
monoton und messbar. Wir kénnen nun annehmen, dass v(Y) < oo und u(X) < oo
ist. Dann folgt 0 < f,(z) < v(Y) < oo und 0 < g,(y) < p(X) < oo. Dann existiert
ein lim,, o fn(2) =: f(z) und ein lim, o g,(y) =: g(y). Auch dies sind dann messbare
Funktionen. Es gilt dann

und analog p(E,) = ... = g(y). Damit ist mit dem Satz von Lebesgue zur monotonen
Konvergenz

[ @ du= [ ) du= [ lim i@ a

E dim [ f() du
X

n—o0

PP im [ galy) dv

n—o0 Y

" [t g, () dv = [ gly) v
y e Y

Dies gilt vollig analog fiir den zweiten Fall mit den £/ und E’. Also ist wirklich £/, E' € D.

Schritt 3: Enthilt ein monotones Mengensystem (D) einen Ring (F), so enthilt es
auch den minimalen o-Ring (F*), welcher durch den Ring erzeugt wird. Dann folgt
R C F C F* C D. Nach Definition ist Axy die kleinste o-Algebra, welche R enthilt
und damit folgt R C Axyxy C F* C D. Insbesondere gilt dann also Ax.y C D.
Zusammen mit D C Ay yy folgt dann D = Axy. Zum Beweis dieses Schrittes benotigen
wir Hilfsmittel. In diesem Beweis steht daher nur die Idee, im Folgenden wird dieser
Schritt dann ausgefiihrt. O

Wir wenden uns nun Schritt 3 zu.
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LEMMA 10.4
Die monotone Mengenklasse M sei ein Ring. Dann ist M ein o-Ring.

Beweis. Es seien F,, € M fiir n € N. Zu zeigen ist dann UneN F,=F € M. Es ist

9] k
neN k=1 \n=1
=:Ey
Die E}, sind monoton. Aus der Monotonieeigenschaft von M folgt dann die Behauptung.
OJ

Der Durchschnitt beliebig vieler monotoner Mengenklassen ist selbst monoton. Daraus
folgt, dass es eine minimale monotone Mengenklasse M (F) gibt, welche F enthélt. Dann
folgt, dass F C M(F) C D ist.

Idee: Wir zeigen, dass M (F) ein Ring ist. Dann folgt aus obigem Lemma auch, dass es
ein o-Ring ist, das heifst dies ist der von F erzeugte o-Ring, M (F) C D.

Fir G € M(F) sei

Oc={FeM(F)| EN\Ge M(F) N ENGe M(F) N EUG e M(F)}.
Dann gilt:

M(F) ist ein Ring < VgOq = M(F).

Eigenschaften von Og:
1. Febs & G e O

2. O ist eine monotone Mengenklasse. Sei { £,,} eine monotone Folge aus ©¢. Es sei
FE =lim,,_,. F,. Dann ist

E\G = <lim EH\G> = lim (B, \ G) € M(F)

n—o0

Analog geht dies fiir EUG und ENG.

Sei zundchst G € F. Fir F € F folgt GUE,GNE,G\ E € F C M(F). Dies ist
dquivalent zu F C O¢. Daraus folgt dann F C M(F) C O¢, da M (F). Nach Definition
gilt aber auch O C M(F) und damit ist O = M (F) fir G € F.

VoerOo = M(F)
SVeerVeemF)E € Og
SVeemF) VoerG € Op
=VeemFF C Op
=>VeemrpF C M(F) C O
=>Veemr)Op = M(F).
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Sarz 10.5
Seien (X, Ay, p) und (Y, Ay, v) o-finite Makrdume. Definiere

(p@v): Axxy — [0, +00]

Ew | v(E,) du= / p(E,) dv.
X Yy

Dies ist ein o-additives Mak.

Anmerkung: Sei E = ax X ay. Dann folgt (1 ®@ v)(E) = plax)v(ay).

Beweis. Es ist pu(X) < oo, v(Y) < oo. Es seien E,, € Axyxy (n € N) disjunkt und
FE = UneN E, € Axyy. Dann ist auch £, =, y(En)z, £y = UneN(En)y disjunkt. Es
folgt

neN

0 < fulz) = v((En).) <V
0 < gn(y) = p((En)y) < p(X).

Die o-Additivitat auf Ay bzw. Ay ergibt:

0<v(E,)= ZV((En)z) = an(‘r) <y(Y)<oo

0 < u(By) =Y gnly) < p(X) < oo.

22:1 fn(z) ist monoton und beschrinkt durch v(Y) < oo. Daraus folgt mit dem Satz
von Lebesgue

wenB) = [ () du= [ nfjlfnm du= [ Jim ifm) dp

Damit ist die o-Additivitat bewiesen. O
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